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摘!要# 针对水下功能梯度&A<’圆柱壳振动预测方法的不足!提出了一种适用于水下 A<圆柱壳的屈

曲临界载荷和固有频率预测方法" 采用 AIwLL%理论和波动法建立静水压力下 A<圆柱壳耦合振动特征

方程!使用牛顿迭代法求出静水压力下 A<圆柱壳的固有频率!进而得到 A<圆柱壳固有频率的平方和

静水压力呈线性关系这一重要结论" 基于此结论!通过使用线性拟合方法!最少需 6 组固有频率数据即

可在保证精确度的基础上快速建立静水压力下 A<圆柱壳固有频率的趋势线方程!从而得到屈曲临界

载荷预测值以及任意静水压力下固有频率预测值" 通过多组算例对比分析!结果表明#该方法预测结果

与实际结果几乎一致!预测精度高!计算量小!便于实际应用"

关键词# 水下功能梯度圆柱壳%屈曲临界载荷%固有频率%静水压力%预测方法
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%!引言

作为新型可设计性非均匀复合材料结构!功
能梯度材料圆柱壳"以下简称 A<圆柱壳#在船舶
和海洋工程中有着广泛的应用!其力学行为已经
成为复合材料力学的重要研究方向 * (+ ) 由于功
能梯度材料性质在厚度方向的连续性变化导致功
能梯度材料结构表现出与均匀材料结构不同的特
性 * 1a6+ ! 在壳体几何参数’载荷工况以及边界条件
等相同的情况下!A<圆柱壳的振动’屈曲等宏观
力学行为的分析要比相应各向同性圆柱壳更为
复杂)

近年来!虽然已经有研究涉及水下圆柱壳这
一领域!但是这些研究主要关注水下各向同性圆
柱壳的宏观力学行为 * 8a)+ !讨论各向同性圆柱壳
的振动特性和稳定性!分析各向同性圆柱壳固有
频率和屈曲临界载荷的影响因素 * 8a@+ !以及针对

各向同性圆柱壳进行临界载荷预测 * Ba)+ ) 关于非
均匀材料圆柱壳方面的研究则主要集中在 A<圆
柱壳的振动特性和稳定性 * (!(?+以及对传统复合材
料和夹芯复合材料圆柱壳的振动特性以及屈曲研
究上 * ((a(1+ !主要讨论非均匀材料的特殊性质’壳

体几何尺寸’载荷工况’边界条件等对非均匀材料
圆柱壳力学行为的影响!而针对水下 A<圆柱壳
的振动频率和屈曲临界载荷预测方法的研究还十
分有限)

为此!笔者基于水下 A<圆柱壳固有频率和
静水压力之间的关系!提出了一种适用于水下
A<圆柱壳的屈曲临界载荷和固有频率预测方
法) 预测时!最少需 6 组固有频率数据便可在
保证精确度的基础上快速建立静水压力下 A<
圆柱壳固有频率趋势线方程!进而得到水下 A<
圆柱壳屈曲临界载荷和固有频率的预测值) 通
过多组算例对比分析!验证了预测方法的可行
性和准确性)

$!;?圆柱壳的力学模型

假定 A<圆柱壳力学模型如图 ( 所示!壳体

外表面材料为金属’内表面材料为陶瓷!平均半径
为 &!长度为 =!壁厚为 [) 将正交坐标系"$!2!O#
建立在壳体中面上!其中$’2和O分别表示壳体的
轴向’周向和径向%S’;和N表示壳体中面轴向’周
向和径向位移)

由于功能梯度材料的结构和组成沿厚度方向



!第 ( 期 李戎!等(水下 A<圆柱壳临界载荷和固有频率预测方法 B(!!!

图 $!;?圆柱壳模型

;KLROJ$!?JDNJIO\ D F̂ ;?Q\EKG]OKQFEP1JEE

呈梯度连续变化!其材料的力学性能由组分材料
的体积分数比所控制) 对于具有均匀厚度 [ 的功
能梯度圆柱壳!其体积比可表示为 * 6+ (
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式中(7’和7I分别为功能梯度材料内外表面材料的
体积百分比%,为非负实数幂指数"?%,+0q#!
当,!?时!功能梯度材料退化为各向同性材料)

本文中!A<圆柱壳内外表面材料参数分别为
弹性模量 V’’VI!泊松比 3’’3I!质量密度 %’’ %I!
则A<圆柱壳沿壳体厚度方向等效的弹性模量 V’
泊松比 3和质量密度 %如下所示(
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#!理论推导

根据 AIwLL%* (6+理论!静水压力下圆柱壳的运
动方程可以写成如下形式(
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式中(4为声压%K( 和K1 分别为静水压力对壳体轴

向和环向的影响因子!K( !&"( .3
1#2IL"1V[#!

K1 ! &"( .31#2IL"V[#%2I为静水压力%1!

[1L"(1&1#)
假设流体介质为理想流体!则圆柱壳外部声

场满足柱坐标系"$!2!9#下的 /%I:M’I&R方程 * (8+ (
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式中( 8为时间%-:为流体声速%$和2与壳体对应
坐标一致%9坐标沿壳体 O轴方向选取)

在壳体外壁与流体的接触面上!流体径向位
移与壳体径向位移必须相等) 该耦合条件表达
式为(
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!!由式"8#’"*#可得到由于流体声场作用产生
的流体载荷项(
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式中( %"为流体密度%C9为径向波数% /" 1#
% "0# 为

第二类 % 阶 /#KY%I函数! /" 1#]
% "0# 表示对变量

C9&的导数%径向波数 C9和轴向波数 C#之间满足
关系式"C9&#

1 !51 "-= L-:#
1 ."C#&#

1!5和 -=
分别为无量纲频率参数以及圆柱壳声速)

圆柱壳方程的位移形态可以用含有轴向波数
C#"与边界条件有关

* (*+ # 和环向波数 % 的波传播
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形式表示(
S !<#P’;"%2#%

"J&8.JC#$# %

;!7#;JK"%2#%
"J&8.JC#$# %

N!_#P’;"%2#%
"J&8.JC#$# )

{ "B#

式中(<#’7#’_#分别表示$’2和9方向的波幅%&
为固有角频率)

将式"B#代入式"6#!结合方程"@#得到水下
A<圆柱壳矩阵形式耦合系统的运动方程(
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求解方程"7#!可以得到(
2("&# .21"&#:= !?) ")#

式中! 2("&# 和21"&# 分别为关于未知数&的多
项式!固有频率 "!&L1’!通过使用牛顿迭代法即
可得到给定静水压力下 A<圆柱壳的固有频率
值) 当 := !?’2I!? 时! 即可还原为真空中 A<
圆柱壳的固有频率计算)

静水压力不变情况下!固有频率随模态改
变而发生变化!固有频率最小值即为基频) 当
静水压力下 A<圆柱壳的基频为 ? 时!可认为此
时的静水压力值即为圆柱壳屈曲临界载荷
值 * 7+ ) 但是!由于水下 A<圆柱壳固有频率计算
过程较为复杂!合理有效且便于实际应用的屈
!!!!

曲临界载荷和固有频率预测方法现在还很有
限) 为此!笔者基于水下 A<圆柱壳固有频率的
平方和静水压力之间的线性关系!提出了一种
简便实用的水下 A<圆柱壳屈曲临界载荷和固
有频率预测方法)

)!算例与讨论

)4$!计算方法的正确性和有效性验证
表 ( 计算了真空中 A<圆柱壳的固有频率%

表 1 则以水下各向同性圆柱壳作为研究对象!计
算了不同边界条件下壳体的屈曲临界载荷值) 通
过与 4’F等 * 6+和 M̂E 等 * )+的分析结果进行对比!
验证了本文关于静水压力下 A<圆柱壳固有频率
以及屈曲临界载荷计算方法的正确性和有效性)
)4#!屈曲临界载荷预测

本文算例中!A<圆柱壳外表面材料为金属!
内 表 面 材 料 为 陶 瓷! 材 料 参 数 " 室 温 # 见
表 6* (@a(B+ )

为了能够对水下 A<圆柱壳进行屈曲临界载
荷预测!首先考察了水下 A<圆柱壳基频与静水
压力之间的关系!讨论了材料组分’壳体几何尺寸
以及边界条件等对这两者关系的影响 "见图 1 k
@#) 计算结果显示! A<圆柱壳基频与静水压力
呈非线性关系!且越接近临界值 ""l?#下降幅
!!!!表 $!真空中!型 ;?圆柱壳固有频率对比分析

,F.EJ$!&DNMFOKPDGD ĜFIROFÊOJTRJGQKJP̂DOI\MJ! ;?Q\EKG]OKQFEP1JEEKGaFQRRN /R

%
, !?‘*"7I !?‘B?B (# ,!( "7I !?‘*# ,!*"7I !?‘?6( 6#

4’F方法 *6+ 本文方法 4’F方法 *6+ 本文方法 4’F方法 *6+ 本文方法
( (6‘61( (6‘687 (6‘1(( (6‘1(( (1‘))7 (1‘)(6
1 8‘*(B 8‘*11 8‘87? 8‘8B* 8‘8?B 8‘6B6
6 8‘()( 8‘()? 8‘(*B 8‘(8* 8‘?7) 8‘?87
8 B‘?)B B‘(?6 B‘?67 B‘?1B @‘)1* @‘7@?
* ((‘66@ ((‘6*6 ((‘18( ((‘16? ((‘?@( (?‘)@1
@ (@‘*)8 (@‘@18 (@‘8** (@‘888 (@‘()1 (@‘?*6
B 11‘71@ 11‘7B1 11‘@6* 11‘@18 11‘1B6 11‘?7@
7 6?‘?16 6?‘?7B 1)‘BB( 1)‘B@( 1)‘1)@ 1)‘?*1
) 67‘(7( 67‘1@@ 6B‘7@1 6B‘7*( 6B‘1*B 6@‘)*(
(? 8B‘6?( 8B‘8?7 8@‘)?* 8@‘7)8 8@‘(** 8*‘BB7

表 #!不同边界时水下各向同性圆柱壳屈曲临界载荷

,F.EJ#!,1JQOKIKQFE.RQZEKGL MOJPPROJP̂DOF PR.NJOLJ]

Q\EKG]OKQFEP1JEEWKI1]K̂̂JOJGI.DRG]FO\ QDG]KIKDGP!,"#

方法 99.99 Z.Z Z.A Z.99

M̂E 方法 *)+ ?‘?78 ?‘(77 ?‘?@( ?‘(1(
本文方法 ?‘?78 ?‘(77 ?‘?*) ?‘(1(

!!注(本文中!99.99 为两端简支边界%Z.Z为两端固定

边界%Z.A为一端固定一端自由边界%Z.99 为一端固定一

端简支边界)

表 )!材料参数表

,F.EJ)!2ODMJOIKJPD N̂FIJOKFEP

材料
弹性模量 Vd

<"#
泊松比 3

密度 %d

"YL0:a6#
不锈钢 1?B‘B) ?‘6(B 7 7 (@@

钛合金 (?*‘B? ?‘1)7 ( 8 81)

氮化硅 611‘1B ?‘18? ? 1 6B?

氧化锆 (@7‘?? ?‘6?? ? * B??
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度越大!而基频的平方与静水压力却呈线性关系)
通过进一步计算发现!任意模态固有频率的平方与
静水压力均呈线性关系!验证了水下 A<圆柱壳与
相应均匀材料圆柱壳*Ba)+的基频变化规律之间呈
现很强的相似性这一研究设想) 以上结果说明!水
下 A<圆柱壳屈曲临界载荷的预测值可以通过线
性拟合方法求得) 因此!图 1 " N #’图 6 " N #’
图 8"N#’图 *"N#’图 @"N#分别给出了采用该方法
得到的不同情况下屈曲临界载荷的预测结果)

图 #!不同材料组分时 ;?圆柱壳屈曲临界载荷预测

;KLROJ#!,1JMOJ]KQIKDGD Î1JQOKIKQFEMOJPPROJD^

;?Q\EKG]OKQFEP1JEEWKI1]K̂̂JOJGINFIJOKFEQDNMDGJGIP

首先以两端简支 A<圆柱壳为例!给出了不
同材料组分时 A<圆柱壳的屈曲临界载荷预测值
"见图 1"N##) 图 1k8 中!壳体几何参数为( [L&
!?‘?(!=L&!1?)

以由不锈钢d氮化硅复合的 A<圆柱壳为例!
使用 HXP%I软件拟合后得到的线性趋势线方程式
为 6la(6*‘6)$f(8‘1?8) 令 6l?!则 $l?‘(?8 )!
即可得到临界载荷预测值 2P$l?‘(?8 ) ,"#) 且
拟合时采用的最大静水压力不论是 ?‘?6 ,"#还
是 ?‘?B ,"#!得到的临界载荷数值均相同) 通过
进一步计算发现!最少需 6 组数据便可以在保证
精确度的基础上进行预测) 例如!仅使用 2Il

图 )!不同幂指数 =时 ;?圆柱壳屈曲临界载荷预测

;KLROJ)!,1JMOJ]KQIKDGD Î1JQOKIKQFEMOJPPROJD ;̂?

Q\EKG]OKQFEP1JEEWKI1]K̂̂JOJGIMDWJOEFWKG]JX =

?‘?(’?‘?1’?‘?6 ,"#时的基频进行预测!同样可
得到 6la(6*‘6)$f(8‘1?8!2P$l?‘(?8 ) ,"#)

功能梯度材料的力学性能由组分材料的体积
分数控制) 图 6 k@ 中!A<圆柱壳材料组合形式
为不锈钢d氮化硅) 如图 6 所示!A<圆柱壳的基
频数值与体积分数的幂指数 ,有关) 当 ,发生
变化!而壳体其余参数不变!通过使用图 1 所示拟
合方法!可得到不同 ,时 A<圆柱壳的屈曲临界
载荷预测值 "见图 6 " N##) 同理!可得到简支
"99#边界’固定"Z#边界’自由"A#边界下 A<圆
柱壳的屈曲临界载荷预测值"见图 8#)

当 A<圆柱壳壁厚半径比" [L&#和长度半径

比"=L&#发生改变!而其余壳体参数不变时!同样
可以由本文方法得到 A<圆柱壳的屈曲临界载荷
预测值"见图 *’图 @#) 壳体参数为(,l(!99.99)
由于静水压力可能改变结构的基频模态 * (7+ !当静
水压力增大到一定程度时!=L&l* 和 =L&l(? 时
的基频模态分别由"(! 1#和"(!6#变为"(! 6#和
"(!8#!因此图 * 中这两种情况仅分别给出"(!6#
和"(!8#时的数据结果)

将线性拟合方法预测得到的屈曲临界载荷
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!!!!

图 "!不同边界条件下 ;?圆柱壳屈曲临界载荷预测
;KLROJ"!,1JMOJ]KQIKDGD Î1JQOKIKQFEMOJPPROJD ;̂?
Q\EKG]OKQFEP1JEEWKI1]K̂̂JOJGI.DRG]FO\ QDG]KIKDGP

图 d!不同 ,B)时 ;?圆柱壳屈曲临界载荷预测
;KLROJd!,1JMOJ]KQIKDGD Î1JQOKIKQFEMOJPPROJD ;̂?

Q\EKG]OKQFEP1JEEWKI1]K̂̂JOJGI,B)OFIKDP

图 e!不同 CB)时 ;?圆柱壳屈曲临界载荷预测
;KLROJe!,1JMOJ]KQIKDGD Î1JQOKIKQFEMOJPPROJD ;̂?

Q\EKG]OKQFEP1JEEWKI1]K̂̂JOJGICB)OFIKDP

和由式")#计算得到的屈曲临界载荷进行对比!
发现预测结果和式")#计算结果之间相对误差均
小于 ?‘?6p) 以上结果表明!本文方法适用于水
下 A<圆柱壳的屈曲临界载荷预测!且预测精确
高’计算量小)
)4)!固有频率预测

本文方法不仅可以预测屈曲临界载荷!还可预
测任意模态的固有频率) 作为算例!表 8 和表 * 分
别给出了 8 种 A<圆柱壳和刘佩等*(7+对圆柱壳的
固有频率预测结果) 表 8 中!选取 2Il?‘?(’?‘?1’
?‘?6’?‘?8’?‘?*’?‘?@’?‘?B’?‘?7 ,"#时的固有频
率进行预测) 壳体几何参数为([L&l?‘?(!=L&l
1?!#l(!%l1!99.99) 表 * 中选取相对深度"水
深d半径#为 *’1?’*?’(??’(*?’6??’*?? 时的固有
频率进行预测) 壳体参数为( =l(‘178 :! &l
?‘(7? :! [ l?‘??6 :!Vl1?@ <"#! %lB 7*?
YLd:6!3l?‘6) 结果显示!表 8 中的固有频率预
测误差均控制在 ?‘(p以内%表 * 中的预测误差基
本控制在 6p以内!仅模态 " (! 6#!相对深度 l
6??’*?? 时预测误差略大!误差原因与本文预测
方法是基于理论分析方法!而刘佩等 * (7+采用有限
元分析方法有关!预测时将 A<圆柱壳退化为各
向同性圆柱壳也可能导致些许预测误差)
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表 "!;?圆柱壳固有频率预测

,F.EJ"!2OJ]KQIKDGD ĜFIROFÊOJTRJGQ\ D ;̂?Q\EKG]OKQFEP1JEE /R
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公式")# 预测值 公式")# 预测值 公式")# 预测值 公式")# 预测值
?‘?( 6‘*)) * 1‘)1( * 6‘18( 1 1‘8@8 6
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表 d!各向同性圆柱壳固有频率预测
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!!与传统临界载荷计算方法相比!本文预测

方法计算量小!预测精度高!可以在数据有限的

情况下快速获得屈曲临界载荷以及固有频率预

测值) 本文预测方法不仅适用于振动数值分析

预测!还可用于振动试验预测!但是振动试验预

测研究结果还很有限!后续将对此进行深入

研究)

"!结论

基于水下 A<圆柱壳固有频率的平方和静水

压力之间呈线性关系这一重要结论!提出了一种

适用于水下 A<圆柱壳的屈曲临界载荷和频率预

测方法) 该方法能够在保证精确度的基础上快速

得到水下 A<圆柱壳屈曲临界载荷预测值以及任

意静水压力下固有频率预测值!计算量小!且可以

在数据有限的情况下进行预测) 将预测结果与数

值分析及数值模拟结果进行对比!表明本文预测

方法精确度高!便于实际应用)
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