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摘!要! 奇异积分是边界元法求解物理问题的难点之一"其精度对计算结果的准确性有很大影响"单元

细分是解决奇异积分的关键\针对动态分析问题"提出了一种与时间步长相关的单元细分法\与传统单

元细分法相比"该方法不仅考虑了源点在单元中的位置"同时考虑了波动前沿的位置"能够反映出被积

核函数的分段特性"从而能够更加准确地模拟纵波和横波对单元积分的影响\两个算例验证了该方法的

准确性及其对计算精度的影响\研究结果表明$对于存在奇异性的第一个分析步"该方法比传统方法的

结果误差减小了 *> >̂h\

关键词! 时域边界元法# 弹性动力学# 奇异积分# 单元细分# 波动前沿

中图分类号! )5.B*!!!文献标志码! 6!!!TEM!*? *̂.+?>Ac\HKK(\*@+* _@1.. 0̂?*1\?2 ?̂*?

53引言

随着计算机技术的飞速发展#数值分析与仿
真技术已经被广泛应用于工业设计和生产过程
中#例如静力学分析 **+ (热力学分析 *0+ (裂纹扩展
分析 *.+ 等#数值计算方法是有效的分析手段之
一\边界元法 *2+利用微分方程的解析基本解作为
边界积分方程的核函数#是一种半解析的数值计
算方法#通常精度较高#特别是对于求解裂纹等奇
异性问题 *>+有天然优势\但奇异积分则是边界元
法求解物理问题时的难点#当积分场点和源点位
于同一个单元内时#两者距离可能为零#由于距离
因子 B位于核函数的分母上#因此 B趋向于大于 ?
时将导致核函数值无穷大#得到错误的结果#因此
需要采取措施避免场点和源点的重合\在传统的
单元细分法中#根据奇异单元的形状以及源点在
单元中的位置#将源点与单元中各节点相连接#原
单元被细分为若干个三角形子单元#从而能够避
免源点和场点的重合 *@+\]&#(N等 *+ _1+曾将该方
法与一种新的坐标变换法相结合消除了三维势问
题的奇异性#后来又提出了一种自适应单元细分

法 *B+来提高积分精度\周焕林等 **?+提出了一种解
析积分算法和单元细分相结合的方法解决了二维
各向异性位势问题中的近奇异积分\

上述细分法应用于静态问题时计算精度较
高\对于动态问题#例如笔者所关注的弹性动力
学问题 *** _*0+基本解更加复杂#不仅包含空间变
量#还包含时间变量#且为分段函数!表现为纵波
和横波两个波动前沿"\如果仍然采用传统的单
元细分法#则无法将波动前沿对核函数的影响考
虑进去#奇异积分的精度必然会受到影响#因此笔
者根据三维问题中弹性波传播的规律以及核函数
的分段特性#将波速和时间步长考虑在内#提出了
一种新的单元细分法\结合文献*1+中的坐标变
换有效地消除了基本解中的奇异性#提高了积分
的精度#最后通过两个算例验证该方法的准确性
和计算精度\

63弹性动力学问题的时域边界积分方程

对于均匀(各向同性的线弹性材料而言#弹性
动力学问题的位移运动方程!亦称为控制方程"
如下 **0+ )
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式中)=代表弹性体上的任意一点$*(:(*(0(.$D*
代表位移分量$D//*是位移对时间的二次导数#也就
是加速度$F*代表单位质量的体积力$$是材料密
度$#和 C是拉梅常数# 表达式如下)

#( %$
!* 9%"!* 10%"

$C( $
0!* 9%"

# !0"

式中)$表示弹性模量$%表示泊松比\
由于笔者研究的重点为奇异积分处理中的单元

细分方法#而奇异积分主要出现在边界积分中#因此
为了叙述方便#设问题的初始条件和体积力均为零
!不为零时关于奇异积分的处理仍然是一样的"#此
时控制方程!*"对应的时域边界积分方程为**0+ )

;*:!)" D:!)#E" (’#’
E

?
DG*:!)#=$&#E"):!=#&"D&D#!=" 1
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?
)G*:!)#=$&#E"D:!=#&"D&D#!="# !."

式中) # 表示弹性体的边界$DG*:!)#=$&#E" 是位移
基本解#表示 E时刻场点 =在 :方向上的位移分量
DG*:$该位移分量是由 &时刻源点 )在 *方向上的单

位集中引起的$)G*:!)#=$&#E" 是面力基本解#位移
和面力基本解的具体表达式可参考文献**0+$当
源点 )位于光滑边界时#;*:!)" (’*:H0#位于域内
时#;*:!)" (’*:-

73边界积分方程中奇异积分的处理

方程!."中的基本解经过时间离散和积分后
称为核函数#根据该问题位移核函数的表达式作
出能表示其变化趋势的示意图#如图 * 所示\图 *
中在 B(I*!E和B(I0!E处均发生了函数值的突
变!图 * 中)横坐标 B代表场点距离源点的距离$
纵坐标 J*:代表位移核函数值$I* 代表纵波的波
速$I0 代表横波的波速$!E代表时间步长"#即在波
动前沿处核函数值会产生突变\当源点位于积分单
元内且 I*!EA3 !3 代表单元尺寸"时#作波动前沿
的示意图#如图 0 所示#图中由源点 )产生的两处
波动前沿!虚线圆所示"将积分单元!四边形所示"
划分为 *(0(. 三个区域#这 . 个区域的核函数值不
连续#特别是在 * 号区域的函数值全部为零#因为
波动还未传播到该区域\如果直接按照传统的细分
法进行奇异单元的细分#则无法将这 . 个区域的不
同考虑进去#必然将导致计算精度的降低\

基于以上考虑#根据单元尺寸和时间步长之
间的关系#笔者将奇异积分的单元分 . 种情况进

图 63位移核函数曲线示意图
(MOI63bMGO\GJ EWL@NTMYKFGPNJNHLQN\HNF

WRHPLMEHPR\cN

图 73波动前沿示意图
(MOI73bMGO\GJ EWL@N ĜcNW\EHLNTON

行细分\
!*"当 I0!E( 3 时#细分方法如图 . 所示#传

统单元细分法采用的就是这种方式#而在本方法中
该细分方式只是其中之一\当源点位于单元的角点
上时#将源点与对角点相连#如图 .!#"所示#原单
元被细分为两个三角形子单元$当源点位于单元的
边上时#如图 .!-"所示#将源点与其他两个节点分
别相连形成 . 个三角形子单元$当源点位于单元内
时#如图 .!R"所示#将源点与2 个节点分别相连形
成 2 个三角形子单元\在细分后的子单元内积分
时#不会再出现场点与源点重合的情况\第 * 种细
分法出现的概率很小#因为时间步长过大时计算结
果的振幅衰减过快#精度很低\

图 :3第 6 种单元细分方式
(MOI:30@NWM\YLQMHTEWNFNJNHLYR=TMcMYMEHJNL@ET

!0"当 I0!EA3 AI*!E时# 细分方法如图 2
所示\此时纵波波动前沿位于单元外面#横波波动
前沿与单元相交!图中圆弧形点画线所示"\无论
源点位于单元的角点(边上或单元内#均依据以下
步骤进行单元细分)"求出波动前沿与单元边界
的交点#根据交点位置划分出一个包含源点的四
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边形块!左下角的实线四边形所示"$#将源点 )
分别与四边形块的各个角点相连接#得到连线与
波动前沿的交点#将该交点再与四边形块的其他
角点相连$$根据左下角的四边形块将积分单元
的其他部分划分为 . 个四边形块\最终得到的分
块结果如图 2 中实线所示#原单元被分为若干个
三角形和四边形块#此时只在包含源点的三角形
块中采用奇异积分即可#其他分块区域只需采用
近奇异积分或正则积分\

图 43第 7 种单元细分方式
(MOI430@NYNPEHTQMHTEWNFNJNHLYR=TMcMYMEHJNL@ET

!."当 3( I*!E时#细分方法如图 > 所示\此
时横波和纵波的波动前沿都与单元相交#如图中
圆弧形点画线所示\首先按照第二种情况的步骤
处理包含横波波动前沿的四边形块$然后求出纵
波波动前沿与单元边界的交点#根据交点位置将
单元的其他部分划分为若干个四边形块#最终得
到的分块结果如图 > 中的实线所示\同样的#只在
包含源点的三角形块中采用奇异积分即可#其他
分块区域只需采用近奇异积分或正则积分\

图 d3第 : 种单元细分方式
(MOId30@NL@M\TQMHTEWNFNJNHLYR=TMcMYMEHJNL@ET

与传统的单元细分法相比#这种改进的方法
能够根据波动前沿的位置动态改变单元细分方
式#在被波动前沿波及的区域布置更多的积分点#
得到更高的奇异积分精度#而在波动前沿还未到
达的区域无需布置积分点\需要注意的是#奇异积
分只发生在第一个分析步#后面的分析步无需使
用单元细分法\下面将通过两个数值算例对比改
进后和改进前计算结果的精度\

:3数值算例

:C63悬臂梁在*NGcMYMTN类型载荷下的动态响应
本例以悬臂梁为分析模型#模型的几何尺寸

如图 @ 所示\边界条件)左端面约束所有方向的自

由度#右端面施加值为 * ??? 5#的均布载荷#载荷
为沿 /轴正方向的 T’#IHKHD’类型的均布力\材料
参数)弹性模量 $l* *̂ e*?> 5##密度 $l0 ?̂
WNAP.#泊松比 %l?\当泊松比为 ? 时#该问题可
通过理论方法计算出解析解\因此本例中将泊松
比设置为 ?#是为了得到数值解的计算误差#在程
序中仍然将该问题当作三维问题来计算\根据文
献**.+可得到悬臂梁上任意一点任意时刻的位
移响应计算公式)

D!/#E" ( 1)K
%0I0$ "
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, (*#.#-
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* 1RCK,%IE
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式中) I( $H槡 $是一维问题中弹性波的波速\

图 >3悬臂梁模型和载荷曲线示意图
(MOI>3bMGO\GJ EWL@NJETNFGHTFEGTPR\cNEWL@N

PGHLMFNcN\=NGJ

采用尺寸为 * P的线性四边形单元离散模
型\首先取时间步长!El? ?̂?. >@ K#得到前 *? 个
分析步的计算结果\表 * 给出了悬臂梁自由端位
移的响应#表中最后一列的数值等于改进前结果
的相对误差减去改进后结果的相对误差#可以看
出改进后相对误差明显减小#尤其是存在奇异积
分的第一个分析步结果的相对误差减小了
*> >̂h\将结果绘制成曲线#如图 + 所示\图 + 中
’Y#RF曲线代表精确解#FG#DHFHC(#E曲线代表改进
前的结果#HPMGCI’D 曲线代表改进后的结果\可以
明显看出改进后的结果与精确解更加吻合\

表 63!’e5C55: d> Y时悬臂梁自由端位移随时间的变化
0G=I630@NTMYKFGPNJNHLEWL@NW\NNNHTEWL@NPGHLMFNcN\

=NGJ M̂L@LMJN @̂NH!’e5C55: d> Y

时间AK 解析解AP 改进前AP 改进后AP 相对误差
减小Ah

? ?̂?. >@ ? ?̂?+ .?> ? ?̂?1 B** ? ?̂?@ 1.2 *> >̂
? ?̂?+ *0 ? ?̂*2 1++ ? ?̂*+ .B> ? ?̂*> @.0 ** 1̂
? ?̂*? @1 ? ?̂00 21* ? ?̂02 >+0 ? ?̂0* B0> @ 1̂
? ?̂*2 02 ? ?̂.? ?@2 ? ?̂.0 0?@ ? ?̂0B .BB 2 B̂
? ?̂*+ 1? ? ?̂.+ @>> ? ?̂.B .@0 ? ?̂.@ 01? ? 1̂
? ?̂0* .@ ? ?̂2> 02B ? ?̂21 >11 ? ?̂2> ?2? @ B̂
? ?̂02 B0 ? ?̂>0 1.. ? ?̂>@ *.1 ? ?̂>0 01@ > 0̂
? ?̂01 21 ? ?̂@? 20B ? ?̂@. ++0 ? ?̂>B ++* 2 2̂
? ?̂.0 ?2 ? ?̂@1 ?*@ ? ?̂+0 *2+ ? ?̂@+ +B+ > +̂
? ?̂.> @? ? ?̂+> @?> ? ?̂1? *>0 ? ?̂+> .>0 > @̂
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图 D3!’e5C55: d> Y时改进前后结果的对比曲线
(MOID30@NPEJKG\MYEHPR\cNYEWL@N\NYRFLY=NWE\NGHT

GWLN\L@NMJK\EcNJNHL̂ @NH!’e5C55: d> Y

!!将时间步长减小为原来的 *A0#!El? ?̂?* +1
K#图 1 给出了该步长下改进前后计算结果的对
比\从图中可以看出#改进前的结果在某些时刻会
出现不稳定的现象#改进后的结果与精确解更为
吻合#再次验证了本文方法的有效性\

图 <3!’e5C556 D< Y时改进前后结果的对比曲线
(MOI<30@NPEJKG\MYEHPR\cNYEWL@N\NYRFLY=NWE\NGHT

GWLN\L@NMJK\EcNJNHL̂ @NH!’e5C556 D< Y

:C73带孔平板在动态载荷下的响应
该问题的分析模型如图 B !#"所示#图 B !#"

中几何尺寸单位为 PP#边界条件)下端面约束所
有方向的自由度#上端面施加随时间变化的均布
载荷#载荷曲线如图 B! -"所示#初始时刻载荷为
零#在 El. +̂> e*? _> K时达到最大值 **1 *̂0>
95#\模型的材料参数为)弹性模量 $l@ B̂ e*?2

95##密度$l0 +̂ e*? _B WNAPP.#泊松比 %l? .̂\
采用尺寸为 *? PP的线性三角形单元离散

模型#该算例无解析解#将本文的计算结果与有限
元分析软件 6J6j:3 的结果进行对比#为了得到
更加准确的对比数据#将有限元网格尺寸取为
> PP\

取 El0 >̂ e*? _> K时所有节点的位移值绘制
成位移分布云图#并与有限元位移云图进行比较#
如图 *? 所示#本文方法的结果云图和有限元法基

图 83带孔平板的几何模型及载荷曲线示意图
(MOI830@NONEJNL\MPJETNFGHTFEGTPR\cNEW

G KFGLN M̂L@G @EFN

图 653’e7Cd f65d Y时带孔平板的位移分布云图
(MOI6530@NTMYKFGPNJNHLHNK@EO\GJ EWL@NKFGLN

M̂L@G @EFN @̂NH’e7Cd f65d Y

本一致#再次验证了该方法的正确性\
为了观察小孔附近的应力集中现象#根据 El

0 >̂ e*? _> K时所有节点的 PHK’K应力值绘制成应
力分布云图#并与有限元结果云图比较#如图 **
所示#应力分布与有限元的分析结果基本一致#可
以明显看出小孔附近的应力值最大\

图 663’e7Cd f65 9d Y时带孔平板的应力分布云图
(MOI6630@NYL\NYYHNK@EO\GJ EWL@NKFGLN M̂L@G @EFN

@̂NH’e7Cd f65 9d Y

43结论

笔者针对瞬态弹性动力学问题#采用时域边
界元法进行数值求解#给出了该问题时域边界积
分方程的一般形式\通过研究基本解函数的性质#
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提出了一种适用于动态问题的与时间步长相关的
奇异单元细分法\在本研究中#首先由时间步长和
波速计算出两个波动前沿的传播半径#然后结合
源点的位置将奇异积分单元分 . 种情况进行细
分#细分后再通过坐标变换法消除弱奇异性#刚体
位移法消除强奇异性\与只考虑源点位置的传统
细分法相比#该方法提高了奇异积分的精度#从而
也提高了最终计算结果的精度\最后的两个算例
也验证了方法的有效性#结果显示)对于存在奇异
积分 的 第 一 个 分 析 步# 结 果 误 差 能 够 减 小
*> >̂h$利用该方法得到的仿真结果能够准确模
拟位移和应力的分布与变化\
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]NU Ê\TY) FHP’;DCP#H( -CL(D#G$’E’P’(FP’F&CD$ ’E#KFCD$(#PHR$ KH(NLE#GH(F’NG#E$ ’E’P’(FKL-DHIHKHC($
U#I’SGC(F


