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含扁率的希尔型三体系统太阳帆悬浮轨道设计

宋!明! 和兴锁! 闫业毫! 和东生
!西北工业大学 力学与土木建筑学院$陕西 西安 7.--,+"

摘!要! 在考虑大天体含扁率的情况下#研究了太阳帆在希尔型限制性三体问题的悬浮轨道设计方案d

首先介绍一种太阳帆力学模型#这种模型带有改进型的反射控制设备%接着利用一些近似的简化#建立

太阳帆在希尔型限制性三体问题系统中的动力学模型d研究发现#改变反射控制设备中吸收光线模块和

热辐射模块的面积大小或者改变太阳帆特征加速度或者改变大天体扁率都会引起系统的共线平衡点的

位置发生变化d在共线平衡点对系统进行线性化处理#运用线性二次调节器对不稳定的系统进行主动控

制d仿真结果表明#通过调节太阳帆姿态角和改变吸收光线模块的面积可以得到太阳帆悬浮轨道并且使

其达到渐近稳定d

关键词! 太阳帆%悬浮轨道%反射控制设备%希尔型限制性三体问题%扁率

中图分类号! Q1.,D1.!!!文献标志码! 4!!!NIH!.-D.*7-0@fdHKK(d.67. ?6/**d,-.7d-6d-.0

RS引言

太阳帆是利用巨大的#像镜子一样的轻质帆
面反射太阳光来产生推动力的d由日本航天局研
制的*J"4<Y2+太阳帆成功发射后 (.) $基于太阳
帆的一系列空间任务被相继提出$如%>#(I2#HTZ
G$ %UA’K#HT$ G’IOAHF2#HT$ 2U(f#88’O$3HW&F2#HT等d
毫无疑问$太阳帆将会成为本世纪的热门研究
课题d

限制性三体问题模型一直被视为基本的动力
学模型 (,) $而希尔型三体问题是限制性三体问题
的一种近似 (*)d通常情况下人们把天体视为质量
均匀分布的理想球体$不考虑质量为无穷小量的
太阳帆对天体运动的影响d但是$宇宙中纯粹意义
的球体是不存在的$大部分星体都是扁的$也有一
部分是不规则形状的d2&#O8#(1)发现考虑大天体
扁率的限制性三体系统存在周期性轨道d2H(W&(0)

把诸如天体扁率#天体的辐射等多种扰动影响结
合在一起$分析平衡点的非线性稳定性dGIUKZ
\IK(6)对希尔型三体问题的平衡点及其稳定性进
行了系统研究d遗憾的是$以上文献没有涉及到天
体扁率对太阳帆轨道的影响d因此$笔者主要研究
天体扁率在希尔型三体系统中对太阳帆运动的影

响$以及共线平衡点附近的悬浮轨道设计d

TS太阳帆力学模型

*J"4<Y2+太阳帆上的反射控制设备$简称
<%G$是一种柔性多层液晶薄片通过改变其上的
电压来改变反射率的装置 (7)d龚胜平等 (/)提出了
一种 <%G$其中包含两种模块%镜面反射模块和
吸收光线模块$并把这种技术成功运用在研究地
月系统平衡点太阳帆轨道运动和研究太阳帆在小
行星附近的动力学 (+ ?.-)d笔者将会利用这一技术
并进行一些改进d改进型的 <%G包含两种模块$

一种是反射模块$反射系数为 .O&另外一种是吸收
模块$吸收系数为.#". >.O%和之前版本的 <%G

不同的是$笔者把散射和热辐射一并考虑在内d假
设 <%G可以转换成开启和关闭两种状态d太阳帆
总的有效面积为 -FIF$ 设定 <%G的面积为 -- "
-FIFR/$吸收模块的面积为 -# "M-FIF$M" (-$
-D.,0)$其中 M为比例系数$吸收模块对应的状态
为关闭&同样反射模块的面积为-O"-FIF>-#$对
应开启状态d于是$因吸收#反射和热辐射作用而
产生的太阳帆加速度可以表示为%

?# "
+-FIF
8
MPIK#IK& !."
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?O"
+-FIF
8

!. >M"(,.O=PIK
, #/ 7

1E!. >=".<PIK#/ >.O=PIK#I=)&
!,"

?F& "
+-FIF
8
M!. >.O"

/E1E>/A1A
/E7/A

PIK#I%!*"

式中$ +表示太阳光压&太阳帆帆面法向量为I"
!PIK#PIK!0K6"$ >PIK#KH( !0K6"$KH( #"

)&IK "

!PIK!0K6"$ >KH( !0K6"$-"
)表示太阳光线方向矢

量&太阳帆质量为 8&#是帆面法向量与光线的夹
角&0K是光线在无量纲的相合坐标系下的角速

度 (..) $笔者视 0K为一常数d
太阳帆力学模型的相关参数详见表 .$详见

文献(.,)$太阳帆受到光压加速度为%
? "?#7?O7?F&% !1"

表 TS太阳帆力学模型参数
06WXTSQ6>6H9:9>B38B346>B6=4H9J@6;=J64H3F94

参数 符号 数值
反射系数 .O -D//

镜面反射系数 = -D+1
迎光面散射系数 /E -D-0
背光面散射系数 /A -D00
迎光面非朗伯系数 1E -D7+
背光面非朗伯系数 1A -D00

US动力学系统

研究大天体是扁球的限制性三体问题d首先
建立无量纲的质心旋转坐标系 \#ZU$原点定义为
两个主天体的公共质心$两个主天体间的连线定
义为#轴$主天体角速度0的指向定义为U轴$Z轴
满足右手定则%图 . 为圆型限制性三体问题的示
意图%运用无量纲化的定义$两个主天体质量分别
为 8. ". >*$8, "*$*是系统的质量比率$
*"8,R!8. 78,"$两个主天体距离原点的距离

分别为 + +.
$11\+ "*$+ \+$11 ,+ ". >*%

图 TS圆型限制性三体问题
(=<XTS2=>JC46>>9B:>=J:9F:@>99cW3F7 I>3W49H

考虑大天体是扁球的情况下$太阳帆在该系
统的运动微分方程为%

#.. >,/Z. "1#7C#& !0"

Z.. 7,/#. "1Z7CZ& !6"

U.. "1U7CU$ !7"
其中 1表示势函数$见文献(6)d
1"/,!#, 7Z,"R, 7!. >*"R<. 7*R<, 7

!. >*"-.R,R<.
* >*!. >*"-.U

,R,R<.
0% !/"

式中% 1##1Z#1U代表势函数 1对三轴的偏导数&

<. " !#7*" , 7Z, 7U槡
, $<, "!!#7*>." , 7

Z, 7U," 分别表示两大天体和太阳帆的距离&/ "

. 7*-.R槡 , 是天体平均角速度&-. " !*?
, >

*+
,"R!0*’

," 表示大天体的扁率$其中 *?和 *+
分别为大天体的赤道半径和极半径$*’是两个星
体间距$见文献(.*)&C##CZ#CU为太阳光压加速度
在三轴的投影分量&C- ",+-FIFR8是太阳帆的特
征加速度%

C# "C-(&!M$#" 7F!M$#")PIK!0K6"& !+"
CZ ">C-(&!M$#" 7F!M$#")KH( !0K6"& !.-"

CU "C-T!M$#"$ !.."
式中$ &!."#F!."#T!." 是 M和 #的函数d
&!M$#" "!. >M"!.D601 1PIK, #7

-D-1. 7PIK#>-D/,7 ,"PIK#& !.,"
F!M$#" "M!. >-D-0, 6PIK#"PIK#& !.*"

T!M$#" "!.%601 1PIK#>.%601 1MPIK#>
-%-+1 *M7-%-1. 7"KH( #PIK#%!.1"

!!运用文献(.1)中提到的方法$即把原点移动
到小天体并进行坐标变换%
! #". >*7*.R*3&Z"*.R*4&U"*.R*5%!.0"

令 *$ -$ 则含扁率的希尔型限制性三体问题可
以表示为%

3
..
>,/4

.
" 3̂ 7C#& !.6"

4
..
7,/3

.
" 4̂ 7CZ& !.7"

5
..
" 5̂ 7CU$ !./"

式中% ^为新系统的势函数d

^ "*3
,

,
7
.0-.3

,

1
>5

,

,
>
+-.5

,

1
7 .
*
% !.+"

*" 3, 74, 75槡
,% !,-"

VS共线平衡点

求解以下方程组可以得到系统的平衡点%

3̂ 7C# "-& !,."

4̂ 7CZ "-& !,,"

5̂ 7CU "-% !,*"
!!经典的希尔型三体问题只有两个对称的共
线平衡点$笔者主要研究希尔型三体系统的共
线平衡点和其附近邻域的轨道运动情况d假设
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该系统的 $. #$, 两共线平衡点位于 3轴上$用
DS "!3S$-$-"

)表示共线平衡点d很显然共线
平衡点满足式 ! ,. " # ! ,, "和 ! ,* " $整理可以
得到%

*3S7.0-.3SR, >3SR 3S
* 7

C-(&!M$#" 7F!M$#") "-& !,1"
! >C-(&!M$#" 7F!M$#")KH(!0K6" "-& !,0"

C-T!M$#" "-% !,6"
#"-$0K6",(%!("2" 是式!,0" 和!,6" 成立
的必要条件$把其代入式!,1"$观察式!,1"$发现
共线平衡点的位置由M#C- 和-. 共同决定%运用类

似文献(.0)的数值计算方法$在 *个参数M#C-#-.
当中$固定一个参数不变$然后观察其他两个参数
变化对共线平衡点位置的影响%图 , 表示的是$当
太阳帆特征加速度为一常值时$参数 M和 -. 的改
变对 $.#$, 位置的影响%经典的希尔型限制性三

体问题的共线平衡点位置为 3 "_* >.R* 2
_-D6+* *6. $然而含扁率的希尔系统的 $. 的横
坐标最小值为 >-D6+* 10+ $$, 的最大值为
-D6+* ,61D然后$按照同样的方法$固定一个参
数$设定扁率 -. 为一个常数$-. "-D--1 ,*$则共
线平衡点位置变化显示在图 *%

图 US含扁率的希尔系统共线平衡点位置变化图)?R eR[RRT)J"*R)R[TU^+)#T"*R)T+

(=<XUSQ3B=:=3;B38J344=;96>9NC=4=W>=CHI3=;:B=;:@9*=44fBB7B:9HD=:@3W46:9;9BBD=:@Z6>=6:=3;64

J 6;F#T D=:@8=L9F?R eR[RRT )J"*R)R[TU^+)#T"*R)T+

图 VS含扁率的希尔系统共线平衡点位置变化图)#T eR[RRY UV)J"*R)R[TU^+)?R"*R)T+

(=<XVSQ3B=:=3;B38J344=;96>9NC=4=W>=CHI3=;:B=;:@9*=44fBB7B:9HD=:@3W46:9;9BBD=:@Z6>=6:=3;64

J 6;F?R D=:@8=L9F#T eR[RRY UV) J"*R)R[TU^+)?R"*R)T+

YS系统线性化

为了更进一步研究太阳帆轨道$需要对系统
微分方程进行线性化处理$即在平衡点处引入小
的扰动$然后利用泰勒展开式$略去对系统影响很
小的高阶项$只保留线性项$建立变分方程d于是$
在平衡点引入小扰动%

3"3’7)$4"3$5"4% !,7"
然后把小扰动代入到系统方程$再进行线性化处
理就可得到变分方程%

)
.. >,/3

. "^S
33)7D)& !,/"

3
.. 7,/)

. "^S
4437D3& !,+"

4
.. "^S

5547D4% !*-"

其中$

3̂3 "*3
,R*0 >.R** 7*%-*70& !*."

4̂4 "*4
,R*0 >.R**& !*,"

5̂5 "*5
,R*0 >.R** >.%-,,0& !**"

%"(D)$D3$D4)
) "(C#$CZ$CU)

)% !*1"

此处的 @̂W
S!@$W"3$4$5" 表示势函数的二阶偏
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导数在共线平衡点的取值$可以把变分方程写成
状态空间的矩阵方程%

8. "#87$%% !*0"
其中$ 8"!)$3$4$)

.$3
.$4

.")为六维状态矢量d

#"

- - - . - -
- - - - . -
- - - - - .

^S
## - - - ,/ -

- ^S
ZZ - >,/ - -

- - ^S
UU



















- - -

&

$"

- - -
- - -
- - -
. - -
- . -

















- - .

&%"

D)
D3
D









4

% !*6"

^S仿真计算

^[TS追踪参考轨道
求解共线平衡点附近的太阳帆悬浮轨道$运

用 2H8I(..)提出的方法$引入参考轨道%
)O’E")-PIK!0K6"& !*7"
3O’E"3-KH( !0K6"& !*/"

4O’E"4-% !*+"
!!参考轨道满足系统变分方程$把参考轨道代
入式!,/" l式!*-"$从而得到%

!! )- "
C-!,/0K70K

, 7^’
44"

1/,0,K>!0,K7^
’
33"!0

,
K7^

’
44"

.

(&!M$#" 7F!M$#")& !1-"

3- ">
C-!,/0K70

,
K7^

’
33"

1/,0,K>!0,K7^
’
33"!0

,
K7^

’
44"

.

(&!M$#" 7F!M$#")& !1."

4- ">
C-
^’
55

T!M$#"% !1,"

确定了参考轨道$就可以利用线性二次调节
器!3_<"对太阳帆进行主动控制$从而控制太阳
帆追踪给定的参考轨道 8O’E"!)O’E$3O’E$4O’E"

)$主
动控制可以使太阳帆轨道趋于渐近稳定%考虑太
阳帆轨道与参考轨道之间的误差 $8"8>8O’E$
然后应用线性反馈控制$$%"%>%O’E">,!8>
8O’E"$使误差 $8满足性能指标函数 ‘取最小值%

‘" .
,*

p

-
($8)K’87$%)D’%"N6% !1*"

其中$ K和 D为系统的加权矩阵$是对称正定或

半正定的$可以自由选择d通过求解代数黎卡提方
程!4TW’AO#HP<HPP#FHL[U#FHI("$见文献(.6)%

#)171#>1$D>.$)17K "-$ !11"
可以获得收益矩阵 , "D>.$)1$ 这样就把非线
性系统!*0"转化为稳定的线性系统%

$8
. "!#>$,"$8% !10"

判断太阳帆轨道是否稳定取决于矩阵 #>$,特
征值的实部是否是小于或等于 -d表 , 给出系统
的相关参数和仿真的初始条件$这些参数的选取
可根据具体的任务要求而确定$具有任意性d

表 US系统参数和仿真初始条件
06WXUSQ6>6H9:9>B38B7B:9H 6;F=;=:=64J3;F=:=3;B83>

B=HC46:=3;

仿真参数 数值

仿真时间 0-

扁率 -D--1 ,*

太阳光线角速率 -D+

太阳帆特征加速度 -D-.

初始扰动条件 (.- ?0 $.- ?0 $.- ?0 $-$-$-)

加权矩阵 K NH#W!(.$.$.$.$.$.)"

加权矩阵 D NH#W!(.-+ $-d.$-d.)"

参考轨道太阳帆姿态角 #"%R1

^[US仿真计算
通过仿真计算$可以求出理想太阳帆模型下共

线平衡点 $. 的横坐标位置 ?-D6+* *6. ,71 *0d图 1
表示的是在主动控制下太阳帆周期悬浮轨道$可以
看出太阳帆从扰动点出发$通过主动控制$逐渐接
近参考轨道$最终几乎与参考轨道重合$图 0 给出
悬浮轨道与参考轨道的相对位置与速度误差$最大
位置误差为 ,%+17 6/ B.->0$ 最大的速度误差为
7D161 60 B.->0$当轨道趋于渐近稳定后$位置误差
保持在 .->/ 左右$速度误差保持在 .->.0 左右d仿真
结果表明通过追踪参考轨道而设计出来的悬浮轨
道可以达到渐近稳定的状态d

图 YS太阳帆悬浮轨道
(=<XYS/346>B6=4F=BI46J9F3>W=:

太阳光压加速度沿三轴的分量随时间的变化
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图 ^S太阳帆悬浮轨道和参考轨道间的相对位置误差和相对速度误差
(=<X̂S$946:=Z9I3B=:=3;9>>3>6;FZ943J=:7 9>>3>W9:D99;B346>B6=4F=BI46J9F3>W=:6;F>989>3>W=:

情况见图 6d可以看出$太阳光压加速度在三轴的
分量以#轴变化幅度最大$Z轴的变化次之$U轴的
变化幅度最小$而且沿 #$Z两轴的加速度分量变
化具有周期性%#轴的加速度最大值为 *D1-1 + B
.- >1$最小值为 >*D1-1 / B.- >1&Z轴的加速度最
大值为 *D1.0 7 B.- >1$最小值为 >6D1-. . B
.- >1&U轴的光压加速度大致在区间 (-D--0 +,-$
-D--0 +0/) 小幅度变化$ 在太阳帆运行大概
1D7 个 单位时间后$沿该轴的加速度趋于平稳$稳
定在 -D--0 +*. 附近d图 7 表示的是 <%G控制参
!!!

图 _S太阳帆光压加速度
(=<X_S/346>>6F=6:=3;I>9BBC>96JJ949>6:=3;

图 ‘S$2E控制参数 J 和太阳帆姿态角 $随时间变化图
(=<X‘S0=H9@=B:3>=9B38J3;:>34I6>6H9:9>38$2E6;F:@9I=:J@6;<4938:@9B346>B6=4

数 M和太阳帆姿态角 #随时间的变化图%由图可
以看出$两个变化的参数都是在开始的一段时间
大幅度变化$之后进入平稳期$参数 M最终稳定在
-D,-, 附近$而姿态角 #最终稳定在 11D++s左右$

这也表明两个参数最终稳定值取决于参考轨道的
对应参数值d

_S结论

在考虑大天体含扁率的情况下$研究了太阳

帆在希尔型限制性三体问题的悬浮轨道设计方
案$并利用近似简化$建立太阳帆在希尔型限制性
三体问题系统中的动力学模型d研究发现$改变反
射控制设备中吸收光线模块和热辐射模块的面积

大小&或者改变太阳帆特征加速度&或者改变大天
体扁率都会引起系统的共线平衡点的位置发生变
化d对系统进行了线性化处理$运用 3_<对不稳
定的系统进行主动控制d通过调节太阳帆姿态角
和改变吸收光线模块的面积可以得到太阳帆悬浮
轨道并且使其达到渐近稳定d
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