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Mindlin—Reissner板屈曲分析的光滑有限元法
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摘 要：采用一阶Mindlin—Reissner板理论(FsDT)，应用光滑有限元法分析板的屈曲问题．通过使用应

变光滑技术，沿单元内的光滑格子边界积分形成单元的弯曲刚度矩阵和几何刚度矩阵．为了避免剪切锁

定问题，采用混合插值法计算剪切应变．利用该光滑板单元分别分析板的单轴受压、双轴受压和平面内

纯剪三种情况下的屈曲·临界荷载．数值算例表明，光滑板单元不存在剪切锁定问题，和混合插值四边形

板单元MITC4相比具有较高的精度，而且最重要的是其对网格畸变不敏感，摆脱了传统等参元对单元

形状的限制．
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0 引言
锁定问题，而且最重要的是其对网格畸变不敏感

板是一种在实际工程中有着广泛应用的结

构．当承受的面内压缩、剪切荷载达到临界荷载

时，会导致板屈曲失稳．由于解析方法的限制，板

的屈曲分析通常采用数值方法，其中有限元法较

为普遍．然而，采用一阶Mindlin．Reissner板理论

的单元会发生剪切锁定问题．解决方法有混合插

值法。1’(MITc)、增强假设应变法(EAS)’21等．

最近，Liu等1川将无网格法中的应变光滑技

术与有限单元法结合，提出了光滑有限单元法．光

滑有限单元能够软化刚度矩阵，改善有限单元法

中刚度矩阵过于“刚硬”的现象，能够显著地提高

计算精度．光滑有限元已被应用于分析二维固体

弹塑性H。等问题中．

基于一阶Mindlin—Reissner板理论，笔者尝试

将光滑有限元应用于分析板的屈曲问题．在张量

分量混合插值四边形板单元MITC4¨。(Mixed In—

terpolation of Tensorial Components)基础上，使用

应变光滑技术，单元的刚度矩阵沿单元内的光滑

域边界积分而形成．剪切应变同样由混合插值法

计算．使用该光滑有限元分析板在单轴受压、双轴

受压和平面内纯剪3种情况下的屈曲临界荷载，

结果表明光滑板单元具有较高的精度，没有剪切

1 Mindlin—Reissner板的有限元公式

图1所示为四边形Mindlin等参板单元．在图

中笛卡儿坐标系中：z轴与x、y轴垂直向上；板

厚度为￡．令彬为中面的挠度，p。，p，中面关于y轴

和戈轴的夹角．板内任一点位移分量为Ⅱ7

=[埘 p， p，]．
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D6、D5分别为弯曲弹性矩阵和剪切弹性

矩阵．

设问题域被划分成Ⅳe个单元，则单元内任意

一点的位移可写成

。。一(J)
o
o]
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(Mixed Interp01ation and

表达式．

应变光滑技术是chen∞。为了克服无网格点

积分法的不稳定性和改善其低精度而提出的方

法．后来王东东∞o等又研究了其应力计算方法．

将应变光滑技术应用到板中，在任意点的光

滑弯曲应变可表示为

K“(z。)=I K6(戈)中(z一戈。)d．仃， (8)
J力^

式中：中是光滑函数，需满足西≥o和I中d力=l
Jn^

条件．为简单起见，函取如下的阶越函数

西(戈一石，)：f1／A c，z∈nc， (9)
【0，z隹仃。

其中A，是石，所在光滑格子力，的面积．理论上，每

个单元也可以分成任意个光滑格子，文献[3]指

出分成4个格子是最佳的方式．图2所示四节点四

边形单元被划分成四个光滑格子方式，每个光滑

格子由节点和辅助中点构成．

式中：Ⅳ。(工)，d。=[加。 p，。 口，。]7分别是节点i的

形函数和节点自由度．

则弯曲应变，剪切应变和几何应变可分 ，。

别写成
4 4 4

K=∑曰?d。，y=∑曰：di，∥=∑曰；d。，

其中曰；：『；叠。尊，，]，曰；：[菇：：i：1：i]，其中曰o o o Ⅳ¨l，曰≥一’2‘0：，I，
LO Ⅳi．， Ⅳ。J

“’

曰；=I o o Ⅳ。 Ⅳ。 o o 1．
L 0 0 0 0 Ⅳ。 Ⅳ。j

K。=』(曰；)7D6曰?d力+I(B：)7D 5曰；d力．
Jn。 Jn。

G。=f (曰；)7彳曰；d门． (7)

Q光滑格子

●节点

。辅助中点

×高斯点

图2 一个单元内的四个四边形光滑格子

Fig．2 Four quadrilateral sm00thing ce¨s in an eIement

将(9)式代入式(8)中，应用散度定理，可得

二孙。，=麦厶。(警+芸)d力
=麦L』p?_+叽)∽(10)

式中：凡，为单位外法线向量的分量．在光滑有限元

中，假设光滑应变在光滑域中为常数，即K：=

K：(x)=K：(戈。)．将式(3)代入上式中，得

K“=∑曰：。d。=[B：。 曰：： 曰麓 曰：。]d

=口：d， (11)

r0 Ⅳi几。 0]

云：i=去L。l。 。 Ⅳ。n，Id厂． (，2)

L0 Ⅳ。n， Ⅳ。凡。J

Ⅳ。是传统四边形线性等参元形函数，式(12)中对

每个光滑格子边界的线积分采用一个积分点高斯

积分已足够，该高斯点即为边中点，如图2所示．
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则式(12)可写成

。『o M(z；)n， o ]

云：i=；：薹f。 。 Ⅳ。(戈；)n，l z。 (13)
lo Ⅳi(z；)n， Ⅳ。(戈；)n，J

式中：算：为光滑格子第6个边界线段上的高斯点；

f。为该边界线段的长度；n6为光滑格子边界线段

的个数，文中n6=4．

则光滑化的单元弯曲刚度矩阵可写成

《=f。。(曰：)7 D6曰：dn=∑J。(曰：)7 D6曰：d以J俨；了Jn，

=∑(曰：)7D6曰：A。． (14)

由于K“在光滑格子n，．中为常数，故光滑应变

一位移曰：为常数，积分式可以写成代数式．式中

nc为单元内光滑格子数，文中nc=4．

同样，可以得到光滑四边形板单元MISc4的

几何刚度矩阵

G。=』 (曰：)7丁曰：d力=
Jn。

=∑(曰：)77曰；A。．

荟厶，(时丁云№
(15)

其中

曰：=[曰：，曰：。⋯曰&]，i=1，2，3，4．

曰乞=

『Ⅳ·(x：)n· Ⅳ·(z；)n， o o o o

T
l ： ： Ⅳ‘‘芸’ⅡtⅣJ‘：’n’ ^，。。三，。。 ～．。三，。，jL 0 0 0 O ^，．(z：)n ～(x：)n．J

使用中厚板理论建立的有限元公式在分析薄

板时，存在剪切锁定问题，为了避免这一现象，对

剪切应变不使用通常的式(4)插值，而使用混合

插值法⋯．则单元的剪切刚度矩阵为

眉：=J (曰；)7 D 5曰；dn， (16)

其中

耻∥嗽二嚣0矧【Ⅳ岫 一6；2Ⅳ岫 6；‘ⅣⅥJ

6：1=孝。戈：，6}2=手j)，芝，6；1=叼j石÷町，
T 22 ￡

Di =田iy．目·

f。∈ {一1，1，1，一1}，叼。∈ {一1，一1，1，

1}(i，M，￡)∈{(1，B，A)；(2，曰，c)；(3，D，G)；

(4，D，A)；}，A，曰，C，D点如图1所示，．，为雅可比

矩阵．

则光滑四边形板单元MISC4的刚度矩阵为

K，=K：+x：． (17)

则由式(17)与(15)及K=∑K。和G=∑G。
可得系统的刚度矩阵和几何刚度矩阵，利用式

(5)求解特征方程即可得临界屈曲荷载A，

3 数值算例

定义屈曲荷载因子K=A，，62／(叮『2D)，其中6

为板的宽度，A，，为临界屈曲荷载，弹性模量E=

2．0×10”Pa，泊松比u=0．3．c、S分别代表固支

和简支．

3．1 单轴受压的矩形板

矩形板如图3(a)所示，板的边长比Ⅱ／6=1，

厚宽比t／6=0．01．考虑单轴受压情况，如图3(b)

所示．网格划分采取4×4，8×8，12×12，16×16，

20×20的规则网格和畸变网格．畸变网格中单元

的所有内角都小于1800．图4(a)所示为采用的8

×8的畸变网格．考虑板的边界条件为四边固支

(cccc)．MIsc4单元和MITC4单元在这些网格

划分下屈曲荷载因子K的计算结果列于表1．

，雏，《R{9瓣～；些{

laj葺自叟潮格 lbJ严重畸变髓格

图4 两类8 x 8畸变网格

Fig．4 Tw0 types of 8 x 8 distorted meshes

从表1可以看出，随着网格的加密，MIsc4单

元收敛于精确解，而且对于规则网格和畸变网格，

MISC4单元的误差都小于MITc4单元，尤其对于

稀疏的畸变网格的情况．

霸
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规则

MISC4 15．605 0 11．095 6 10．492 7 10．294 2 10．204 3

误差／％ 55．O 10．2 4．2 2．2 1．3

MITC4 15．633 0 11．10l 7 10．495 5 10．295 7 10．205 3

误差／％ 55．2 10．2 4．2 2．2 1．3

考虑图4(b)所示严重畸变的网格，其中有两

个网格中有一个内角大于180。．使用此网格，

MISC4单元和MITC4单元的计算结果分别为

11．649 3和13．057 8，误差分别为15．68％和

29．67％．显然由于严重畸变的网格，MITc4单元

精度大为下降，明显低于MISC4单元，表明

MIsc4单元在严重畸变的网格下能够保持良好的

精度．这是由于MISC4单元的刚度矩阵中没有使

用映射或者坐标转换矩阵，因而其单元可以是任

意的畸变的形状，摆脱了传统等参元对单元形状

的限制．

为了研究单元是否存在剪切锁定现象，考虑

边长比口／6=1，对边固支另对边简支(CSCS)的

正方形板，以厚宽比∥6为参数．采用12×12的

规则网格划分，屈曲荷载因子K结果列于表2．

从表2可以看出，随着板的厚度变薄，MIsc4

单元的误差并没有增大．其结果与其它方法的结

果较为一致，非常接近精确解，表明MIsc4单元

没有剪切锁定现象．

表2不同厚宽比矩形板的单轴屈曲荷载因子置

Tab．2 The bucknng load fhctor K of rectangular

plates under axial compressiOn 10ading

with Various thickness-span aspect ratios

3．2双轴受压的矩形板

考虑边长比口／6=1的正方形板，其受双向压

力，如图3(c)所示．使用16×16规则网格，表3

给出了不同边界条件下屈曲荷载因子K．从表3

可以看出，在不同的边界条件下，MIsc4单元的结

果都与解析解和样条有限条法一。较为吻合．

3．3 四边受剪的矩形板

考虑受平面内剪力的四边简支矩形板，如图

3(d)所示．使用16×16规则网格，厚宽比￡／6=

0．01，表4列出了边长比口／6取不同数值时，屈曲

荷载因子K的计算结果．

表3 不同边界条件双轴受压矩形板屈曲荷载因子置

Tab．3 The buckUng lOad fhctor眉0f

rectangular plates under biaxial compressiOn

loading with Various boundaries

表4不同边长比四边受剪矩形板的屈曲荷载因子眉

Tab．4 The buckling load fhctOr K of

rectangular plates under in-plane shear

with VariOus length-t0-width ratios

从表4可以看出，在不同的边长比下，MISC4

的误差较小，优于MITC4单元，都非常接近精

确解．
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4 结论

根据一阶Mindlin．Reissner板理论，将应变光

滑技术与有限元四边形板单元相结合，推导出应

变光滑四边形板单元MISC4分析屈曲问题的表

达式．剪切应变由混合插值法得到．三个数值算例

验证了该单元的正确性，表明了该单元不存在剪

切锁定问题，具有较高的精度．最重要的是其对网

格畸变不敏感，应变光滑有限元，能够显著改善传

统有限元过于“刚硬”的现象，克服网格畸变的缺

点，对于分析大变形问题或网格畸变问题有优势，

具有良好的应用前景．
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A Smoothed Finite Element Method for

Buckling Analysis of Reissner-MindHn Plates

JIA Chen91，CHEN Guo—ron92

(1．school of ciVil Engineering，Yancheng Institute of Technology，Yancheng 22405 l，china；2．Depanment of Engineering Me-
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Abstract：A smoothed finite element method is applied to buckling analysis of plate，by using the first-order

Reissner— Mindlin plate theory(FSDT)．The bending stiffness matrix and geometrical stiffhess matrix for el-

ement used strain smoothing technicque is calcula￡ed by a boundaly integral along￡he boundaries of the smoot—

hing celIs in element． The mixed interpolation method is employed to calculate shear strains in order to avoid

shear locking． Buckling loads of plates subject to unifbrmly uniaxial，biaxial compression and pure shear in—

plane are studied using the smoothed plate element respectively． Numerical examples show that the smoothed

plate element is ftee of shear locking and achieVes the high accuracy，compared with mixed interpolation plate

element MITC4． And the most significant property is their insensitivity to mesh distortion最6 that the rest“ction

on the shape of classical isoparamen‘c elements can be removed．

Key words：buckling critical load；smoothed finite element method；strain smoothing；Reissner—Mindlin plate

theorv
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