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一类含输入和状态时滞的不确定非线性系统的鲁棒控制

王 坤，朱作键

(燕山大学理学院，河北秦皇岛066004)

摘 要：针对一类同时具有输入时滞、状态时滞和非线性扰动的不确定控制系统，研究了此类系统的鲁

棒渐进稳定性和状态反馈控制律的设计两个问题．在矩阵分析理论和鲁棒稳定理论基础上。通过选择适

当积分形式的Lyapunov函数，利用线性矩阵不等式(LMI)性质和Schur引理，推导出了此类时滞系统鲁

棒渐近稳定的一个充分条件，并给出了一个保证此类系统鲁棒渐近稳定的状态反馈控制律．最后，针对

此类系统，通过MATLAB中LMI工具箱进行了数值模拟，证明了此充分条件和控帝】律的可行和有效．
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0 引言 1 问题描述

时滞性、非线性以及参数不确定性在实际控

制系统中是普遍存在的．例如，许多网络化控制系

统是同时含状态时滞和输入时滞的非线性系统，

而且通常两种时滞是不同的．时滞往往是系统产

生振荡、不稳定和性能变差的根源，这就增加了系

统分析和研究的难度，因而，时滞系统的研究一直

受到众多学者的关注，特别是非线性时滞系统的

研究．在对非线性时滞系统的研究中，文献[1—

3]的作者研究了具有状态时滞的非线性系统的

鲁棒控制．文献[4]的作者分析研究了含有多输

入时滞非线性系统的鲁棒控制．文献[5—12]的

作者针对含状态时滞和输入时滞的不确定非线性

时滞系统，研究了系统的鲁棒稳定性及反馈控制

律设计问题．这些文献并没有针对同时具有状态

时滞、输入时滞和非线性扰动(含有双时滞)的不

确定时滞系统进行详细讨论．笔者在此基础上，针

对一类同时具有输入时滞、状态时滞和非线性扰

动(含有双时滞)的不确定系统，讨论了此类系统

的鲁棒控制问题．首先，通过选择适当积分形式的

Lyapunov函数；然后，结合矩阵分析理论和鲁棒

稳定理论，利用线性矩阵不等式(LMI)性质，推导

出此系统鲁棒渐近稳定的一个充分条件，并给出

了一个相应的状态反馈控制律；最后，通过数值算

例验证了此结论的可行性以及有效性．

考虑如下不确定非线性时滞系统：

fx(t)=(Al+△AI(￡))工(￡)+(A2+AA2(t))x(t—

rl(t))+(Bl+ABl(￡))Ⅱ(￡)+(也+△致(￡))u(t—

7"2(t))+G(x(￡)芦(￡一下I(t))，口(1)，H(f一死(t)))；

【X(t)=tp(t)，t∈[一丁，0]． (1)

式中：z(￡)∈R8是系统的状态向量；H(t)E R8是

控制输人向量；下。(t)、r：(t)分别是系统状态滞后

和输入滞后，且对所有的t，满足

fo≤rl(t)≤丁，rl(t)≤pI≤1；
{ (2)
【0≤丁2(t)≤丁，丁2(t)≤p2≤1．

Al E R8。8、A2∈R4。”、BI∈R8。8和丑2∈R“。8

是已知的实常数矩阵；AA。、△A：、A曰，和AB：是

具有适当维数的不确定实函数矩阵。且满足

[△Al(t) AA2(t) △口I(t) △B2(t)]

=HF(t)[层，层：E3 E。]． (3)

式中：H、E。、E：、E，和E。是已知的具有适当维数

的实常数矩阵；F(t)是具有Lebesgue可测元的未

知实矩阵函数，且满足F‘(f)F(t)≤，，其中，J为

适当维数的单位矩阵．

G(戈(t)，工(t—f1(t))，Ⅱ(t)，口(t—r2(t)))

是时变的非线性扰动．系统受外界的影响是经常

变化的，可能偏离正常或预期的情况，这种外界影
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响的变化称为扰动，其一般都在一定范围内变化，

即满足V t E[0，+∞)，

G1G≤工7(t)HTHl工(￡)+z1(￡一下l(f))HTH2·

z(t一下1(t))+U1(t)H：H3U(t)+

M1(t一丁2(￡))日：日。H(￡一丁2(t))． (4)

其中，Hi(i=1，2，3，4)为已知的具有适当维数的

实常数矩阵．

p(t)∈C“[一下，O]是连续向量函数，表示系

统的初始条件．

对于系统(1)，研究其鲁棒稳定性，若[A，

曰，]能控，设计一个无记忆的状态反馈控制律

U(￡)=Kx(￡)使得对所有允许的不确定性，导出

的闭环系统：

I立(t)=[A。+B，K+HF(t)(E。+E，K)]j(t)+

(A 2+HF(t)E2)工(t一7．1(t))+(曰2置+

{HF(t)E。K)X(t一下2(t))+G(z(t)，

l 卫(t一下l(t))，H(t)，H(t—r2(￡)))；

【工(t)=妒(t)，t∈[一下，0]．

(5)

是鲁棒渐近稳定的．

记 A=AI+曰lK+日F(t)(E1+E3鬣)，

B=A 2+HF(t)E2，C=B2K+胛(t)E4K．
则式(5)可写成：

善(t)=Ax(t)+Bx(t一下1(t))+Cx(t一下2(t))+

G(x(t)，工(t一丁。(t))，U(t)，H(t一下：(t)))．

为研究此系统的鲁棒控制问题，引入两个引

理，如下：

引理1⋯3 记x，y，z为适当维数的实矩阵

且z1‘Z≤I，对于任意的标量占>0，下列不等式

成立

XZY+yTZTXT≤占搬T+s一1 yTy．
引理2m 3 若给定对称正定矩阵x，y和对

称负定矩阵z，有

(晓7Za)2—4tr’Xatrl地>0，
则存在标量A>0，使得

^2X+^Z+Y<0．

2 主要结果

2．1 主要结果思路分析

针对系统(5)，在矩阵分析理论和鲁棒稳定

理论基础上，对其进行了分析研究，得到了两个关

于系统鲁棒稳定的主要定理，并对定理进行了相

应的证明．

第一个定理证明主要思路及步骤：①选择适

当积分形式的Lyapunov函数，并进行求导；②结

合引理1和条件(4)，利用线性矩阵不等式(LMI)

性质推导出此类时滞系统的一个与不确定性相关

的鲁棒渐近稳定的充分条件，并给出了一个保证

此类系统鲁棒渐近稳定的状态反馈控制律．

第二个定理证明主要思路及步骤：在定理1

的基础上，利用引理1，2对定理1进一步推导，结

合Schur引理，得到一个确定的鲁棒渐近稳定的

充分条件和状态反馈控制律．

2．2主要结果及证明

定理2．1 如果存在矩阵K∈R”8，和对称

正定矩阵P。，P：，P，∈R“8使得对任意允许的不

确定性F(t)，系统(5)满足：

『
P

P-‘A：+胛‘㈣Pt‘B撂棚‘‘㈣]
{(^2+HF(t)E2)TpI 抒21H2一(1一P1)P2 0 l(0．

L(B2K+HF(t)E4K)Tpl 0 KTH4TH4K一(1一p2)Bj

(6)

则系统(5)是鲁棒渐进稳定的，且U(t)=Kx(t)

是系统(I)的一个状态反馈控制律．其中，

P=P。(A1+曰。x)+(A，+曰l眉)1只+PlHF(t)(El+

层3眉)+(曰F(t)(E1+E3K))1Pl+尸lPl+

P2+．P3+HTHl+K’日；凰K．

证明取Lyapunov函数

V(t)=V。(t)+以(t)+匕(t)．

其中，

Vl(￡)=工1(t)P1X(t)；

屹(￡)=』XT(s)P2工(s)ds；
J卜7I(1)

．t

匕(￡)=l z7(5)P3工(s)ds．
J l一’2(1)

沿系统(5)的任意轨迹，对y(t)求导：

矿(t)=z7(t)A。PlX(t)+X1(t)P。Ax(t)+

XT(￡一fl(t))B7Plx(t)+z7(t)PlBx(t一下l(t))+

XT(t—f2(f))C7Plx(t)+z7(t)PlCx(t一下2(f))+

XT(￡)(P2+P3)x(1)+GTPIz(t)+工T(t)elG一

(1一rI(t))z1(f一下t(t))P2工(t一丁。(t))一

(1一下2(t))X‘(￡一下2(t))P3工(t一丁2(t))．

由式(4)和引理1知，

G1Plx(t)+X1(t)P．G≤

X’(f)[PlPl+日11日l+K7日37H3K]x(￡)+

X’(t一下l(t))日21日2工(t—下1(t))+

IT(t一下2(￡))K’日47日。gx(t一下2(f))．

于是，再由式(2)知：

V(t)≤工1(t)[A1P1+PlA+PIPl+P2+P3+
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日l’日l+眉1日3’H3K]工(￡)+

XT(t—rl(f))B1PlX(t)+x7(￡)PlBx(t—rl(t))+

xT(￡一T2(≠))cTpl工(#)+x1(￡)P1Cx(t—T2(￡))+

X1(t一_『。(t))[马1点L一(1--p。)P2]工(￡一7-。(t))+

Xw(t—下2(f))[K7日47日4K一(1一P2)P3]·

X(t一丁2(t))．

由鲁棒渐近稳定的定义知，系统(5)鲁棒渐

S．

XA：

yT磷

E1X+E3y

X

H1X

甄y

0

O

A，X

一(1-p，)Q。

0

E，X

0

O

0

H、X

0

曰．y

O

一(1-p：)Q：

EAY

0

0

O

0

H4Y

近稳定的充分条件是式(6)成立，且U(t)=K·x

(t)是系统(1)的一个状态反馈控制律．其中，P=

P1A+A1Pl +PIPl +P2 +P3 +日1‘Hl +

K‘日，1甄K证毕．

定理2．2 如果存在矩阵y∈R“4，对称正

定矩阵x，Q。，Q：∈R”“和标量占>0使得系统

(5)满足下式(7)：

XEj+yT鹾 x XHT yr叫T 0 0

XEj 0 0 0 XU：0

FET。0 0 0 0 F HT。

一el 0 0 0 0 0

0 一， 0 0 0 0

0 O 一， 0 0 0

0 0 0 一， 0 0

0 0 0 0——1 0

0 O 0 0 0 一，

L=J AjP， 日7 zHz一(t～P·)P： 。 I，

+P3十H：H】+K1日3T日3K．

『
M P，HF(‘)Ez P·肼(‘)E。1

缸2l。(HF(t)E∥2)Tp]HF(t)E K P，。0 。0 jL( 。 )1 ， J

=l 0：．、、：fE。+E，K)E：E,K】+
l o J

[[P孑0]Fct，t cE，+E，x，E：E。x，]1．1 l。jF(f)t(El+E3x) E2 E4x，j‘
F1(t)日1P，．

“7L口+口13La<0， (9)

<0， (7)

∥△如=zc，[i]Fct，c cE。+毛K，E：目叼口，

F(t)=
【PIH 0 o】曲矿【(E．+E3K)E2 E41q’

¨P1日0 o】口”¨(El+E3K)E2 E4K]all

时取最大值，对于此F(t)值，不等式(9)必须满

足，即

口7k+2、压面i面<o．(10)
其中，

△L．：『P≯]c日tP。。，，
r(Ei+E3K)1]

△L。=l E； l[(E。+E3K)E：E。K】．
1 KtEj j

显然式(10)成立，必须有L<0，且

(瑾7La)2+4aTALt鲫7AL2理>0．
由引理2知，存在标量s>0使得

L+占△￡I+÷△L2<o， (11)

再由引理1知，对于标量占>0使得

dt△￡口≤占dt△￡。口+』哪t△L：口． (12)

由式(1 1)、(12)以及Schur引理推导知，不
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等式(9)等价于式(13)

St+ePl 111t7Pi PLA2

A2’PI N】

K’B2rPl 0

(El+E3K) E2

PlB2K

O

Ⅳ．

E4K

(E1+E3K)’

E．T

K7E4’

一占J

<0，

(13)

其中，N。=日；日：一(1一P。)P：，N2=K7日。T日。K一
(1-p：)P3．

记X=Pt-1，Y=麟，Ql=XP2X，Q2=XP3X．
对式(13)同时左乘和右乘diag{x，x，x，J}，结合

Sehur引理，经过整理，得到式(7)，即式(13)等价

于式(7)．

易知K=蹦～，H(t)=lrX～z(t)是系统(1)
的一个状态反馈控制律．证毕．

2．3结果比较

非线性扰动是大多数时滞系统都存在的一个

问题．本结果是在考虑输入时滞与状态时滞的基

础上，进一步考虑了非线性扰动对系统稳定性的

影响所得出的结论．与只考虑输入时滞和状态时

滞的系统所得出的结论比较，与实际更接近，适用

范围更广．

文献[10]针对一类同时具有状态和输入时

滞的不确定广义系统，研究其鲁棒预测控制问题，

得到了一个分段的稳定性条件和分段连续状态反

馈控制律甄，同时没有考虑非线性扰动对系统稳

定性的影响，具有一定的保守性，而此结果考虑了

此因素，并得到了一个无记忆的连续状态反馈控

制律“(t)=YX“z(t)，相对降低了系统的保守

性．由此可见，此时滞系统具有一定的研究意义．

3 数值仿真

考虑具有如下参数的不确定非线性时滞系统

(1)：

A。=[二2 1。]，A：=[：： !1]；
r 0 0，

△At=从z 2【0．5 0．5]sin(叭
B1=[1 1】1，B2=【0．1 0．1]1；

△曰，=△曰2=[0 0．5]sin(t)；

p(t)=[2 2】，t∈[一下，0]；

r1(t)=0．1+0．1 sin(t)，下2(t)=0．2+0．2cos(t)；

F(t)=sin(t)；E1=E2=[1 1]，E3=E。=1；

日=c。 。．5，7，日，=【。}。 ；]，日：=【。}2 ：]；
H3=0．5，H4=0．4；

G=宣。X(t)一置2工(t)(置2X(t))1X(t)+x(t—下。(t))

一B1“(t)+B2口(t一下2(t))．

其中，

． f一10．7753 —0．60961。 『1 01
‰2【一11．7753 0．3904 J岗2 2【0 ol‘
且满足式(5)．取7=0．4，P。=0．2，P：=0．4，由MAT—

LAB中LMI工具箱¨4o解线性矩阵不等式(7)，求得

增益矩阵K=[一11．775 3 -0．609 6】，即系统(1)

的一个状态反馈控制律为：

Ⅱ(t)=[一11．775 3 —0．609 6】X(t)．

不失一般性，图1(a)为取r。(t)=0．2，r：(t)

=0．4时闭环系统的状态响应图．图1(b)为取

r。(t)=0．1，r：(t)=0．2时闭环系统的状态响应

图，可见结论是可行且有效的．

2

1

l

一
≮0

_0

-1

t

(b)q rfJ=0．1，f2 rfJ--0．2

图l 闭环系统状态响应图

Fig．1 State response figure of closed-loop system

4 结论

笔者讨论了一类具有输入时滞和状态时滞的

不确定非线性系统的鲁棒渐近稳定性及状态反馈

控制律的设计问题．在适当条件下，通过选择适当

的Lyapunov函数，结合矩阵分析理论和鲁棒控制

理论，利用线性矩阵不等式(LMI)性质，得到了依

赖时滞的系统鲁棒渐近稳定的一个充分条件，并

给出了该系统一个相应的状态反馈控制律H(t)

=YX。X(t)．最后，通过数值模拟验证了此结论

的可行性以及有效性．
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Robust Control for a Class of Uncertain Nonlinear Systems with Input and State Delays

WANG Kun，ZHU Zuo-jian

(College of Sciences，Yanshan University，Qinhuangdao 066004，China)

Abstract：The robust asymptotic stability problem and state feedback controller problem for a class of uncer-

tain systems are considered in view of the fact that the system contains input delay，state delay and nonlinear

perturbation．Based on matrix analysis theory and robust stability theory，a sufficient condition of robust as—

ymptotic stability for the system is derived．And in this process，the proper integral form of Lyapunov function

was chosen，the properties of the linear matrix inequality(LMI)and Schur lemma were used．Moreover，a

corresponding state feedback controller for the system was given to ensure the robust asymptotic stability of

such systems．Finally，the feasibility and efficiency of the sufficient condition and controller were verified by

numerical simulation，which was conducted through the LMI toolbox in MATLAB．

Key words：input delay；state delay；nonlinear perturbation；robust control；matrix analysis；linear matrix

inequality；sufficient condition；controller
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