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离散数学中的闭包概念及应用
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摘 要：基于闭包的放大和最小性特点来处理离散数学中相关概念，梳理了离散数学中显性和隐性的

一些闭包概念，如二元关系的闭包、强分图、子空间、和空间、生成子群等．试图在闭包的框架下将这些概

念的教学格式化，操作过程标准化．同时，介绍了作者的教学方案和一些教学技巧，最后将关系传递闭包

的思想应用到最短路径及一笔画问题等案例的算法设计中．
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O 引言

离散数学以研究离散量的结构和相互关系为

主要目标，其研究对象一般是有限或可数个元素

组成的集合，所以它很好地描述了计算机科学离

散性的特点¨。。．离散数学作为计算机科学领域

最有效的一种数学工具，从70年代初，国外就已

经作为一门课程正式列入计算机科学和一些工程

学系的教学计划中．

数学是揭示事物数量与形体本质联系的学

科，教学中可以挖掘出的幽默元素是很多的，一个

形象巧妙的比喻，一个十分贴切的类比，既能反映

数学概念方法的简单直观，又将生活中形象的现

象与枯燥抽象的数学联系起来，其中的含义回味

悠长，产生出雅致的数学幽默‘6““．作者主要探

讨离散数学中一些显性闭包概念、隐性闭包概念

及针对它们的教学方法设计．最后介绍了传递闭

包的算法及相关应用．

1 离散数学中显性的闭包概念

1．1 二元关系的闭包

在离散数学中，关系理论是其一个重要的组

成部分，它的知识点主要包括关系的性质、关系的

复合、逆运算和闭包运算、关系的划分和覆盖，以

及等价关系、相容关系、序关系几种特殊的关系．

可以通过求关系的传递闭包来实现传递性的判

断，而传递闭包本身在图论中有很好的应用价值．

所以二元关系闭包是一个重要的概念，在计算机

科学中有着广泛的应用．

关系的闭包是计算机专业本科生第一次正式

接触闭包的概念，几乎所有的教材资料都是这样

定义的¨“1．

定义1：设R是集合A上二元关系，称R’为R

的自反闭包(对称闭包，传递闭包)，如果尺7满足：

(1)尺’是自反的(对称的，传递的)；

(2)R三R’；

(3)对A上任意关系R”，若彤满足上面的条

件(1)和(2)，则尺7呈R”．

一个关系尺的自反闭包、对称闭包和传递闭

包分别记作r(尺)、s(R)、￡(尺)，也称r，s，f为闭包

运算(算子)，它们作用于关系R后，分别产生包

含R的最小的自反关系、对称关系和传递关系．

首先介绍凸平面区域及凸几何体的概念．通

过画几个图，举几个生活中的例子，学生就可以判

断一个平面区域或几何体是不是凸的，但是它们

的数学定义又是怎样的呢?

定义2：任意选取区域内的两个点，它们的连

线也在区域内，则该区域就是一个凸的区域．

在定义2的基础上再引出一个区域的凸闭包

的概念：如果一个区域D不是凸的，适当放大后

的区域D’是凸的，且少放大一点都不是凸的，即

D’是包含D的最小凸区域，称之为原来区域D
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的凸闭包．

关系闭包的基本思想：假设关系R不具有性

质P，可以在尺中添加一些二元序对，使之具有性

质P，并希望添加的二元序对尽可能的少．举例

如下：

例1：设R={(。，o)，(o，c)，(c，6)}是集合

A={o，6，c}上的一个二元关系，且不是自反、对

称、传递的．将R适当放大，添加最少的序对，使

之分别满足自反、对称、传递性．

和同学一起寻找到以下结果：

r(R)={(Ⅱ，o)，(o，c)，(c，6)，(6，6)，(c，c)}；

s(R)={(。，口)，(o，c)，(c，6)，(c，口)，(6，c)}；

￡(R)={(o，Ⅱ)，(口，c)，(c，6)，(口，6)}．

之后再介绍二元关系的闭包定义1．

1．2无向图的闭包

图论中关于一个图的闭包概念¨1描述如下：．

定义3：给定无向图G=<y，E>，I y l=凡，

图G的闭包是由G通过相继地用边连接两个其

度数之和至少为n的不邻接的结点，直到不能如

此进行为止而得到的图，称为图G的闭包c(G)．

在这个定义中，是在不增加点的前提下，将图

G适当放大，对M，w∈y，“与。间没有边关联，依

据条件deg(u)+deg(口)≥n，就将边(M，口)添加

进去，直至没有边可以加入为止．即是在满足条件

下可以加入G的最多的边后得到闭包C(G)．课

堂上给同学们举个例子示范一下，如下图1，以帮

助理解．

G

C(G)

图1 图的闭包生成过程

Fig．1 The c10sure Of graph generating prOcess

2离散数学中隐式的闭包概念

所谓隐式的闭包概念，我们指的是那些没有

直接说明是什么的闭包，但是这些概念具有闭包

特性．闭包的特性是适当放大，且是满足某性质

(条件)的最小的对象集合．

2．1 线性代数中的隐性闭包概念

在线性代数中有关于和空间和生成子空间的

概念。6。，并有以下的结论．

结论1：设R“={(ol，02，⋯，Ⅱ。)。I V 01，口2，

⋯，o。E R}是实数域R上的向量空间，u，形是R4

的子空间，则如下定义的集合u+形={d+口I

V a∈U，V口∈形}也是R“的子空间，并称之为U

和形的和空间．

其实结论1中两个子空间的和空间，本质上

就是包含U和形的最小子空间，即具有闭包的特

性：集合u u形一般情况下不是R“的子空间，将
U u形适当放大，使之成为R4的子空间，且是最

小的(添加元素最少的)．课堂上可以给个这样的

例子：在二维平面R2上，u，形分别是过原点的两

条直线，那么它们都是R2的子空间，但是u u形

不是尺2的子空间，除非Ⅳ，形是同一条直线．此时

u+形又是什么呢?可以通过向量的加法运算，

即同学们在中学就熟悉的平行四边形的对角线

法，说明这样的向量可以是尺2中的任意一个向

量，从而得到U+形=R2．

结论2：设dl，仅2，⋯，d；∈R“，则集合

印nn(dl，“2，⋯，a。)={芝：o。ai V口f∈R，i=1，
石1

2，⋯，s}是R“的子空间，并称为是由向量口。，口：，

⋯，瑾。生成的子空间．

其实结论2中的印仰(d。，d：，⋯，d。)就相当

于集合{a，，d：，⋯，“，}关于子空间这个性质的闭

包，因为sp鲫，(仅l，o【2，⋯，0[，)就是包含{d。，0【2，

⋯，仅。}的最小子空间。例如尺2中的两个向量P．

=(1，0)1，口：=(0，1)。，则由它们两个向量生成

的子空间印on(el，e2)=R2．

2．2图论中的隐性闭包概念

图论¨。4。中这样的概念比较多，我们在这里

只是介绍几个比较难理解的概念，针对这些概念，

我们用闭包的思想和构造操作，以“相对直观”的

意义，用深入浅出的方法讲授，达到帮助同学们对

概念的归类掌握和理解．

连通分支：设G=<y，E>是一个无向图，

称G的子图G。是G的一个连通分支，如果G，是连

通的，且是满足连通性的最大子图．

事实上这个概念就是将G的连通子图放大，

放大到一个临界状态，当前的子图是连通的，再放

大就不连通了．这个就是包含初始连通子图的最

大连通子图，即为一个连通分支．显然连通分支的

概念是具有闭包特性的，这样解释后就很容易通

过例子帮助学生掌握连通分支的概念及怎么找一

个无向图的连通分支．

强分图(单向分图、弱分图)：设G=<y，

画西@西
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E>是一个有向图，G。=(K，E，)是G的子图，

如果G，是强连通图(单向连通图、弱连通图)，且

没有包含G，的更大的子图是强连通图(单向连通

图、弱连通图)，则称G，是G的强分图(单向分图、

弱分图)．

这3个概念都具有闭包的特性，就是要将G

的强连通(单向连通、弱连通)子图进行放大，放

大到一个临界状态，当前的子图是强连通(单向

连通、弱连通)的，再放大就不是强连通(单向连

通、弱连通)了．找到的这个子图就是包含初始强

连通(单向连通、弱连通)子图的最大强连通(单

向连通、弱连通)子图．如此分析了概念，然后再

构造三个有向图：1)一个不是强连通但是单向连

通的；2)一个不是单向连通但是弱连通的；3)一

个不是弱连通的．和同学们一起按照上面闭包的

特性去寻找强分图(单向分图、弱分图)．

点(边)割集：设G=<矿，E>是一个无向连

通图，对K∈y(E，∈E)，G—y；(G—E，)是不

连通的图，且对任意的屹∈K(E：∈E，)，G一

％(G—E：)是连通的图，则称y。(E。)是图G的

一个点(边)割集．

在这两个概念里，点割集就是使连通图G变

成不连通图需要删除的极大点集，少一个点还是

连通的；边割集就是使连通图G变成不连通图需

要删除的极大边集，少一条边还是连通的．按照这

个思想，通过实例图形与同学一起寻找点割集、边

割集，并且自然会发现一个图的点割集、边割集不

是唯一的，所含的点(边)数也可以不同，从而很

自然地就可以引出一个连通图的点连通度及边连

通度的概念．

我们发现用闭包的特性来分析、讲解这些概

念，就为同学们理解这一类的概念找到一个几乎

统一的格式，不仅使概念变得容易理解，且找到了

可以实现的操作方法和途径．

2．3代数系统中的隐性闭包概念

代数系统及其子系统都有生成的概念，群、

环、域、模和格等都一样¨1．通过一些对象元素生

成满足相关条件的子系统，这些概念的教学都可

以借助闭包的特性来类比．下面以群和域中的几

个概念的处理为例．

定义4 (生成子群)¨1：设(G，·)是一个

群，8是群G的非空子集，将G的所有包含B的子

群的交记作<曰>，即：

<B>=n{日I B∈日，日是G的子群}，

则<B>是G的子群，称为由B生成的子群．

从生成子群的定义可以看出，<8>是G中

包含B的最小子群，显然具有闭包的特性。其实

我们可以证明，<曰>中元素恰好为形式：

n．Ⅱ：⋯n。，矗∈z+，其中n。是B中的元素或其逆元，

z+是正整数的集合．即对集合日添加所有这种形

式的元素就可以得到闭包(生成子群)<B>．特

别地，如果B只含一个元素6，那么<B>称为是

循环子群，由元素6生成的循环子群，并简记为<

6>，例如对于整数加群，由2生成的子群是<2

>={2后I矗∈Z}=2冱；而在群(Z。，+。)中，

由2生成的子群是<2>={0，2，4{．

利用生成子群的思想及拉格朗日定理，我们

就可以与同学们一起求解一些熟悉的有限群的全

部子群．如可以求得(冱。，+。)的非平凡子群有

两个，(z∞+。：)的非平凡子群有四个等等．

其他的生成子代数也同样具有闭包特性的，

如生成子半群、生成子环、生成理想、生成子域等

等．比如我们讲到域的定义之后，会与学生说有理

数域Q、实数域R、复数域c都是符合这个定义

的，并给出数域的定义．复数域C的子域称为数

域，让同学们试试找出其他数域的例子，给学生一

定的提示引导学生验证如{o+6√2 lⅡ，6∈Q}，

{o+6矽J口，6∈Q}都是数域．最后证明有理数域

Q是最小的数域，这时要同学体会从集合{0，1 1出

发逐步生成数域的过程，{0，1}一Ⅳ一z—p．

3抽象数学中的闭包概念及闭包算子

在数学中，一个集合被称为在某个运算下闭

合，如果在这个集合的成员上的运算生成这个集

合的成员．例如，实数在减法下闭合，但自然数不

行，自然数3和7的减法3—7的结果不是自然

数．类似的，一个集合被称为在某些运算的下是闭

合，如果它单独的闭合在每个运算之下．

当一个集合s不闭合在某个(些)运算下的

时候，我们通常可以找到包含s的最小的闭合集

合．这个最小闭合集合被称为s的关于这个(些)

运算的闭包．例如，在自然数集的减法下的闭包，

被看作实数的子集，是整数集．

关于某个运算的集合的闭包定义了在x的

子集上的闭包算子．闭合集合可以确定自闭包算

子；一个集合是闭合的，如果它等于自己的闭包．

所有闭包算子的典型结构性特征是：

(1)闭包是递增的或扩大的：一个对象的闭

包包含这个对象．
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(2)闭包是幂等的：闭包的闭包等于闭包．

(3)闭包是单调的：就是说，如果X包含在Y

中，则c(x)也包含在C(Y)．这三个性质可以看

做抽象闭包算子的定义．

4无向图传递闭包的应用

无向图的传递闭包主要用于判断图的连通性

和图中满足条件的连通分支，具有很高的实用价

值"’“．借鉴无向图的传递闭包的思想，可以计算

图中每一对顶点之间的最短路径(实际上就是

Floyd算法的思想)．

4．1 计算一对顶点间的最短路径(noyd算法)

现有一张城市地图，图中的顶点为城市，有向

边代表两个城市间的连通关系，边上的权即为距

离．现在的问题是，为每一对可达的城市间设计一

条公共汽车线路，要求线路的长度在所有可能的

方案里是最短的．

输入：恐(城市数，1≤拜≤20)；

e(有向边数l≤e≤21D)；

以下e行，每行为边(i，j)和该边的距离协ii(1

≤i，j≤n)．

输出：|i}行，每行为一条公共汽车线路．

在枚举途径某中间顶点鼯的任两个顶点对i

和J时，将顶点i和顶点j中闻加入顶点％后是否

连通的判断，改为顶点；途径顶点后至顶点，的路

径是否为顶点i至顶点_『的最短路径(1≤i，，，后≤

n)．显然三重循环酃可计算出任一对顶点间的最

短路径．设n是有向图的结点个数；pom是最短路

径集合．其中p口肮[i，J]为秽i至”i的最短路上w，的

前趋结点序号(1≤i，，≤n)；。西是最短路径矩阵．

初始时为有向图的相邻矩阵，用类似传递闭包的

计算方法反复对Ⅱ西矩阵进行运算，最后使得。由

成为存储每一对顶点间的最短路径的矩阵．

4．2应用举例

问题一：判断无向图中任意两个顶点之间是

否有路，

例2：输入一张无向图，指出该图中哪些顶点

对之间有路．

输入：n(顶点数，l<=玎(=20)；

e(边数，1<=e<=210)；

以下e行，每行为有边连接的一对顶点．

输出：_j}行，每行两个数，为存在路的顶点对

序号i，j，要求i<一

一般采用宽度优先或深度优先遍历来解决，

因为从任意一个顶点出发，进行一次遍历，就可以

求出此顶点和其它各个顶点的连通状况．所以只

要把每个顶点作为出发点都进行一次遍历，就能

知道任意两个顶点之间是否有路存在．一次遍历

的时间复杂度为0(n)，要穷举每个顶点，所以总

的时问复杂度为0(n+n)．

问题二：寻找满足条件的连通分支．

例3：输入一张顶点带权的无向图，分别计算

含顶点数最多的一个连通分支和顶点的权之和最

大的一个连通分支。

输入：凡(顶点数，l(=n<=20)；

以下凡行，依次表示顶点1到顶点n上的权；

e(边数，l<=e<=2lO)；

以下e行，每行为有边连接的一·对顶点．

输出：两行，一行为含顶点数最多的一个连通

分支，一行为顶点的权之穰最大的一个连通分支，

输出时按顶点编号从小到大输出．

例4：一笔画问题

闻题描述：编程对给定的一个图，判断能否一

笔画出，若能请输出一笔画的先后顺序，否则输出

“No Solution!”．

输入：输入文件共n+1行，第1行为图的顶

点数n，接下来的n行(每行n个数据)为图的邻

接矩阵，G[i，J]=1表示顶点i和顶点J有边相

连，G[i，歹]=O表示顶点i和顶点，无边相连．

输出：若能一笔画出，则输出一笔画出的顶点

先后顺序，否则输出“No solution!”，

祥例输入：

6

0 1 0 0 1 1

1 O 1 1 0】

0 1 0 l 0 0

0 1 1 0 1 1

】O 0 1 0】

1 l 0 l l 0

样例输出：

5一一>1一一一>2一一一>3一一一>4一一一>2一一一>6

一一一>4一一一>S一一～>6一一一>1

5 结束语

作者从闭包的特性出发，整理了一组离散数

学中具有闭包特性的概念，引导学生有效的进行

归类学习，理解所学知识的思路、方法和技巧，并

通过应用实例提高同学们应用知识的能力．在教

学中要重视概念教学，从概念的产生、发展、内涵

和与其它相关知识的联系，整个来龙去脉，用学生

万方数据
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浅显易懂的方式讲授，循序渐进地让学生接受这

些难以理解的概念及思想方法．
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Closure Concepts and AppHcations in Discrete Mathematics

WU Ming-fen，QU Yun—yun

(School of Computer Science，Wuyi University，Jiangmen 529020，China)

Abstract：We make a thorough inquiry about the concepts in discrete mathematics based on the amplification

and minimum features of the closure． We collected some explicit concepts and implicit concepts of closure

from discrete mathematics such as elosures of binary rela￡ion、strong part graph、subspace、sum subspace、gener—

ating subgroup and so on． Trying to fbrmat the teaching of these concepts and procedure standardization in the

framework of the closure． At the same time，we introduce our teaching programs and techniques． FinaUy， the

thinking of I℃lationship transitiVe elosure is applied to the algorithm design of the shonest path and Euler roads．

1【ey words： closure； binary relation； subspace； undirected graph； connected graph； generating subgroup；

shortest Dath

(上接第132页)

Research and Implementation Of Security Reinforced XPE

GU0 Yu—yan

(LibraIy，Henan university of Economics and Law，Zhengzhou 450002，China)

Abstract：Operating system security has attracted the attention of researchers since the very beginning． How

to build a secure operating system has become a hot topic of current research． Based on trusted computing and

active host protect， we designed and realized the system with kernel mode protection that proVides fhnctions

such as Tmsted boot，Process starts protect，and Network access protect． Besides， it provides mandatory ac—

cess control of critical resources．

Key words：security reinforcement；XPE；USBKEY；TPM；MAC
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