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摘 要：在研究和分析了Dijkstra算法的基础上，在Dijkstra算法中通过引入点割集和割点的思想来改

进Djjkstra算法，该方法首先利用点割集或割点把原问题分解成多个子图，然后对每个子图并行求最短

路径，最后通过点割集或割点求出整个原问题的最短路径，从而降低算法的时间复杂度，提高算法的

效率．
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0 引 言

在18世纪30年代，一个非常有趣的问题引

起了欧洲数学家的浓厚兴趣，这个问题要求遍历

普鲁士的哥尼斯堡七桥中的每一个座桥恰好一次

后回到出发点．瑞士著名的数学家欧拉证明了这

是不可能完成的．此后，欧拉发表了著名的论文

《依据几何位置的解题方法》，这是图论领域的第

一篇论文．标志着图论的诞生。1。．图论与其它的

数学分支不同．它不像群论、拓扑等学科那样有一

套完整的理论体系和解决问题的系统方法．最短

路问题是重要的最优化问题之一，也是图论研究

中一个经典算法问题，它不仅直接应用于解决生

产实践中的众多问题，而且也经常被作为一种基

本工具，用于解决其他的最优化问题以及预测和

决策问题．

作者主要讨论了最短路径算法(D啦stra算

法)，并将割点和点割集引入D啦stra算法，然后

把两者有机地结合起来形成一种改进算法，即运

用粒计算旧。的思想，把原问题分解成许多小规模

的子问题，并且子问题之间互不相关，则可并行计

算子问题，从而降低算法的计算复杂度．

1 经典Dijkstra算法的主要思想

1．1 相关定义

定义1旧1 边上有权重的图称为加权图．若

边e标记数k，称边e的权为k．．在加权图中，链

(迹、路)的长度为链(迹、路)上的所有边的权值

的和．

在加权图中，我们经常需要找出两个指定点

之间的最短路(如有最小长度的路)，通常称其为

最短路问题．其中，公认解决这类问题比较典型的

算法则是Dijkstra算法．

单源点最短路径的一个著名算法就是Dijl【-

stra算法，它用于计算一个节点到其他所有节点

的最短路径．主要特点是以起始点为中心向外层

层扩展，直到扩展到终点为止．Dijkstra算法是求

出一个连通加权简单图中从结点G到z的最短

路．边{i，_『}的权叫(i，歹)>0，且结点戈的标号为￡

(x)．结束时，L(z)是从。到z的最短路的长度．该

算法能得出最短路径的最优解，但由于它遍历计

算的节点很多，所以效率低．

1．2算法描述

Dijkstra算法解决了有向图G=(矿，E)上带权

的单源最短路径问题，但要求所有边的权值非负．

这个算法是通过为每个顶点a保留目前为止所找

到的从s到∞的最短路径来工作的．初始时，原点s

的路径长度值被赋为o(d[s]=0)，同时把所有其

他顶点的路径长度设为无穷大，即表示我们不知道

任何通向这些顶点的路径(对于矿中所有顶点卵除

s外d[”]=∞)．当算法结束时，d[秽]中储存的便

是从s到”的最短路径，或者如果路径不存在的话
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是无穷大．算法维护两个顶点集|s和p．集合．s保

留了我们已知的所有d[。]的值已经是最短路径的

值顶点，而集合p则保留其他所有顶点．集合s初

始状态为空，而后每一步都有一个顶点从p移动

到Js．这个被选择的顶点是Q中拥有最小的d[u]

值的顶点．当一个顶点珏从Q中转移到了s中，算

法对每条外接边(M，秽)进行拓展．

作者用大0符号将该算法的运行时问表示

为边数m和顶点数n的函数．Dijkstra算法最简单

的实现方法是用一个链表或者数组来存储所有顶

点的集合Q，所以搜索Q中最小元素的运算只需

要线性搜索9中的所有元素．这样的话算法的运

行时间是D(n2)．对于边数少于n2的稀疏图来

说，我们可以用邻接表来更有效的实现该算法．

2割点与点割集

定义2(割点)”。 如果在图G中删去一个

结点“后，图G的连通分枝数增加，即肜(G—u)

>形(G)，则称结点M为G的割点，又称关节点．

没有割点的非凡连通图称为块．G中不含割点的

极大连通子图称为图G的块．

定义3(点割集)¨“o 如果图G的顶点集的

一个真子集r满足形(G—r)>形(G)或G—r平

凡图，且对于任意的5，如果满足Js是丁的真子集，

则形(G一．s)=形(G)，则称r为G的一个点割集．

定义4(连通度)‘3’5
o 设G是连通图，称足

(G)=min{l rI T是G的点割}为G的点连通度

或连通度．

由深度优先生成树可得出两类关节点的

特性‘6‘7 3：

(1)若生成树的根有两棵或两棵以上的子

树，则此根顶点必为关节点。

(2)若生成树中某个非叶子节点y，其某棵子

树与y的祖先节点无连接，则y为关节点．

用深度优先搜索算法求出图的全部割点，再

进行分块，即可达到简化问题的效果．

定理1¨。 在深度优先搜索过程中，若e=“w

是父子边，且南(酷)>1，f(移)≥南(u)，则M是割点．

定理2¨。 若r是深度优先搜索过程中生成

的树的根，则r是图G割点的充分必要条件是至

少有两条以r为尾的父子边．

3 基于割点的D耻stra改进算法

3．1 相关定理证明

为了引出基于割点改进的最短路径算法，首

先得解决下面这几个问题，才能证明算法的正确

性和可行性，下面的性质是基于图1所示的图从

口到z的最短路径问题．

性质1 图l中从口到石的最短的路径一定

经过割点．

证明 我们不妨使用反证法，首先假设最短

路径不经过割点，从。到z有一条最短路径，我们

不妨把其它没有经过的点全部删除点，这时把割

点删除后，图就不连通了，则最短路径肯定无法找

到，因此，这与假设矛盾，则最短的路径一定经过

割点．

性质2 图1中从o(起始点)到z(终点)的

最短路径同从o(起始点)到，(割点)的最短路径

和以割点)到z(终点)的最短路径求和结果是等

价的．

证明为了方便讲解，我们不妨先构造一个

简单的示意图(如图1所示)，首先找到所求加权

图G的所有割点(如点．D，由定理1可知，最短路

径一定经过割点(点．厂)，我们不妨以割点为基准

线，将图分成几个部分，显然，这里每个部分通过

Dijkstra能求出最短路径，再以割点为衔接点，组

成图G的最短路径，因此，这是等价的，证毕．

图1示惹图G

Fig．1 Diagram G

性质5 (最短路径的子路径是最短路径¨1)

对于一给定的带权有向图G=(y，E)，所定义的

权函数为伽：E_月．设p=<口1，秽2，⋯，口^>是从秽1

到移；的最短路径．对于任意i，j，其中l≤i≤歹≤_|}，

设风=<”。，口⋯，⋯，口，>为p中从顶点"。到顶点

”，的子路径．那么，p；，是从”。到”，的最短路径．

性质6 图1中从8到z最短路径一定经过

点割集中的一个点．

证明 我们不妨使用反证法，首先假设最短

路径不经过某个点割集，从口到z有一条最短路

径，我们不妨把其它没有经过的点全部删除点，这

时把点割集中所有的点删除后，图就不连通了，则

最短路径肯定无法找到，因此，这与假设矛盾，则

最短的路径一定经过点割集中某一个点．

3．2 基于割点的DijI【stra改进算法描述

Stepl：使用深度优先算法求出所有的割

点c，；
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Step2：以割点为基准，分解成多个加权图Gi；

step3：对每个加权图G。用Dijkstra算法求出

最短路径P，；

step4：将每个最短路径P。，以割点c。为衔接

点，合并成最短路径P，P即为所求．

图2为程序流程图：

开始

I
广度优先算法求割点c

l
把原图进行分解

l
用Dijkstra算法求最短路径

l
合并各部分结果

l
结束

图2算法流程图

F蟾．2 AIgorithm nowchart

3．3算法伪代码

Procedure Cut—vertex Dijkstra

Select割点Cz

把原图以割点C。分解成多个G；

for k：=1 to(1 Cf l+1)

for i：2 1 to n‘

￡(口。)：=∞

L(o。)：=0

s：=⑦

{初始化标记，口的标记为o，其余结点标记

为∞，Js是空集}

训^如zi隹S

6egin

M：=不属于．s的L(u)最小的一个顶点

S：=lsu{u}

如r所有不属于S的顶点”

，L(u)+1l{(u，口)<L(w)

f危en三(秽)：=L(u)+埘(u，")

{这样就给s中添加带最小标记的顶点并且

更新不在s中的顶点的标记}

end{L(气)=从口到以的最短路的长度}

再将所求全并

end{L(z)=从口到z的最短路的长度}

3．4算法复杂度分析

现在来分析一下该算法的计算复杂度，首先

通过前文知道Dijkstra算法的复杂度为D(n2)，因

为通过割点把原图分解成了多个相同的小问题，

我们不妨设有矗个割点，结点最多子图有凡⋯个，

因此它的计算复杂度为o(n：。，)．从这个式子可

以看出，计算复杂度与割点的位置有一定的关系，

总之，不管怎么样，只要n⋯<n，则计算复杂度就

降低，显然，只要有割点存在，上式就成立．

因为将图分成了小图进行同类问题求解也就

是它们求解过程是可以同步操作，互不影响，则可

以进行并行计算，从这一方面来说，也大大提高了

计算的效率．

4实验分析与结果讨论

为了更好地说明问题，下面将举一个例子来

说明，通过matlab编写求割点p。叫与最短路径的

程序，其程序代码均可在文献[8]中找到，将它们

组合起来，加入求解运行时间的代码．

我们不妨作如图3所示的加权图，此图根据

文献[3]上的例子改变而来，一共有11个点，其

中有一个割点(点”。)．

图3含有割点的图

Fig．3 COntains a cut Vertex of Figure

计算步骤：

Stepl：找出加权图的割点，这里为口。；

step2：以割点为基准，将图分成左右两部份，

其中一部分G。包含”．至”。6个点，另一部分G：

包含口。至口。，6个点；

step3：对G，、G：分别用Dijkstra算法求出最

短路径；

step4：将所求的最短路径P，和P：，以割点口。

为衔接点，合并成一条最短路径P．

运算结果如表1所示．

在实际情况中，数据往往较为复杂，因此割点

可能不存在，如图4所示．那么，我们可以采用点

割来进行分解原图，根据定理6，子图最后一定能

用点割集中的某个点连接起来．从图4不难观察

出，点割集不是惟一，那么怎样寻找点割才是最好

的呢?因此，在寻找点割集时，按照以下三大原则

执行：

(1)尽量保证点割集合的大小也连通度

相等；

万方数据



128 郑州大学学报(工学版)

表1 含有割点的加权图运行结果

Tab．1 operating results of the weighted

graph contains a cut Vertex

(注：标号索引是最短路径中该点的前一点的标号，如：”，

到”：最短距离是3，标号索弓{是”，，铂的标号索引是”，，

则”。至口：的最短路径需经过叱，因此P，：=”。一口3一"：．)

图4不含割点的图

F培．4 Not Contains a cut Vertex of Figure

(2)通过点割集将图进行分块，尽量保证每

个块点的个数相差最小；

(3)运用并行的思想，整体运行的时间就是

最大块运行的时间．

计算步骤：stepl：因为找不到割点，则按以上

三大原则寻找点割，此处为”。和秽。：；

Step2：以点割为基准，将图分成左右两部份，

其中一部分G。包含秽，至”。和”，：7个点，另一部

分G：包含口。至秽。：7个点；

step3：对G1、G：分别用Dijkstra算法求出最

短路径；

step4：将所求的最短路径P。和P：，以点割集

运算结果如表2所示．

5 结束语

笔者采用逐步细分的思想，把大问题通过一

定的方法分解成多个小问题，从而降低计算的时

间复杂度．但是，同时也引入了求割点带来的开

销，因此，本方法只能在一些特定的条件下，发挥

它的优势．总之，作者从一个粒计算求解复杂问

题口川的视角来看待问题，对Dijkstra算法进行了

小小的改进．在复杂的实际问题中，可能不存在割

点，我们就退而求其点割集，然而怎么寻找点割

集，且让其满足本文所述的三大原则，这将是我们

要继续研究的内容．

表2 不含有割点的加权图运行结果

Tab．2 operating results of the weighted

graph nOt contains a cut vertex

。j：；{z。。s ?耋罕翟饕
‘鬻8茹篙

在实际分解子问题时，割点与点割集可结合

起来使用，先用割点将原图分解成子图，若子图结

点数仍然较大，可用点割来进一步分解，而且每个

子问题属于同一类问题．因此，可以在互不影响的

情况进行计算，即并行实现，则整体的运行时间就

是最大块运行的时间．

显然，本文的方法应用于某一类型的加权图

时，效率优于不改进的最短路径算法．那么，如何

来制定一个判断的标准呢?

(1)当一个加权图有多个割点或者连通度较

小时，则采用本文的算法能够很好地提高效率．

(2)点连通度大于多少时，进行分解计算效

果不会明显优于不分解的情况．

(3)在求解点连通度以用最小点割集时，同

时满足前面提到的三大原则也是一个难点．

致谢：本文是图论教学中对D扯stra算法改

进的一种尝试，感谢重庆邮电大学研究生创新计

划(Y201110)的资助．
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Parallel Shortest Path Algorithm Based on Vertex Cut-set

ZHANG Qing—hual一，LI Hon91，SHEN Wen

(1．Instituce of Computer Science＆Technology，Chongqing University of Posts and Telecommunications，Chongqing 400065，

China；2．college of Mathematics＆Physics，Chongqing university of Posts and Telecommunications，Chongqing 400065，China)

Abstract：In this paper，research and analysis on the basis of the Dijkstra algorithm，the Dijkstra algorithm by

introducing the Vertex of cut sets and cut the Vertex of idea to improve the I)ijkstra algorithm，this method first

Venex cut。set or cut Vertex to the original problem is decomposed into multiple sub—graph， then the shortest

path on each sub—graph para¨el to the shortest path of the original problem，and finally obtained by the vertex

cut‘set or cut Vertex，which reduces the time complexity of the algorithm and improves the efficiency of the al—

gorithm．

1‘ey words： cut Vertex； shortes‘path algorithm； Dijkstra aIgorithm； paralleI computing； granuIar computing
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The optimization Design Study Based the Lower Yenow River

Prestressed Pipe Pile Spur Dikes Structure

ZHANG Bao—sen‘’-，WANG Zhong．Fu3，TIAN Zhi．zon91一，XIE Zhi—gan91'2

(1．Yellow RiVer lnstitute of Hydraulic Research Zhengzhou 450000，China；2．Research Center on Levee Safety＆Disaster Pre—

Vention Ministry of Water Resources Zhengzhou 450000，Chin8；3．North China University of Water Conservancy and Hydroelectric

Power，Institute of Geotechnical and Hydraulic Engineering，zhengzhou 45001 1，China)

Abstract： New prestressed pipe pile is presented on the basis of analysis of the characteristics of traditional

rockfill groins． Take Huayuankou fbr example，the combination of the orthogonal experiment principle of the

spur dikes structure design， the oVeraU displacement law with the parameters change of spur dikes is analyzed

by FLAC3D finite difbrence code．The numerical results show that spur dikes of the horizontal displacement of

the contribution of primary and secondary order as fbllows： the scour depth of pile length> now rate> pile

spacing and pile diameter>contacts beam size；under the operation conditions of nood now 4 000 m3， water

Velocity of 3 m／s， the scour depth is 1 6m operating conditions， the spur dikes structure program of the pile

length 25m 0．6m pile spacing，pile diameter is 600 mm，contact beam size is 0．6 m×0．6 m is optimal，to

the saf色ty factor of strength reduction method is 1．32．

Key words：spur dike；orthogonal design；FLAC3 D；prestressed pipe pile；scour depth
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