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摘要：空化空泡发育与溃灭的计算是研究空化水射流的一个重点和难点．对比分析了空泡运动方程

即Rayle培h—Plesset方程的不同数值解法，并针对固定时间步长的缺点，提出了变步长法解R8yleigh—

Plesset方程的思路．通过优化系数A=矗／尺。，得出如下分析结果：在空泡内外压力变化的不同情况下，

变步长法均优于固定步长法且没有奇异点．变步长法在节约计算量，保证结果精度等方面都有较好表

现。该方法为研究空化水射流提供新的思路和算法．
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0 引言

目前，高压空化水射流已经应用于很多领域，

如岩石破碎、海上石油钻井、船舶清洗、空化水射

流处理有机物废水以及医疗技术等，但目前对于

空泡生成和溃灭的机理还不清楚．

对于空化水射流而言，其空泡半径与压力、时

间存在确定的函数关系，而三者的关系直接影响

空化射流的效率以及能量释放程度．因此，旨在研

究它们之间关系的空泡动力学方程在空化理论中

占有重要的地位．

对于一个包含空泡的液体，如果已知射流中

单个空泡的内外压力，就可以计算它的半径R。11，

同时能够建立一个Rayleigh．Plesset方程来近似求

得气泡的运动状态。21．理论上这个方程可以使用

常见的任意一种有限元差分法解决，但由于空泡

半径随时间变化的过程是非线性的，常用的迭代

方法在求解Rayleigh．Plesset方程时存在困难，计

算量大、精确度低，特别是在空泡溃灭阶段会产生

振荡．笔者根据变步长法的基本思想，结合自主研

发的空化水射流对各种迭代法的计算效率进行分

析，提出了变步长的Rayleigh．Plesset方程计算方

法．变步长法能够更有效地模拟空泡最终溃灭阶

段的能量释放过程，而这个能量释放过程正是研

究其对附近边界产生破坏作用机理的关键阻“．

1 Rayleigh-Plesset空泡运动方程

Rayle培h—Plesset方程是解决空泡运动方程的

经典方程，在空化水射流的研究中，经常需要确定

空泡随时间的变化以及最终溃灭放能情况，而通

过Rayleigh—Plesset方程可以较为准确地得到空泡

半径与时间的关系．它是一个二阶微分方程∞]．

p[尺等+寻c警，2】-p。一p。一等一等警㈩
式中：p为液体密度；肛为液体运动黏度；￡为时

间；p。为液体静压；p。为空泡内的压力．

式(1)可以转换为以下的一阶方程

警=y，戈(％)=戈o (2)面2 y，戈蛾，2戈o (z)

警=以∽，y)，y(￡。)=戈7。 (3)

当x为因变量时，令R=戈，可同时求解式(2)

和(3)以得到方程的解．令：

^=△￡=￡；一￡。一1 (4)

石’。=等 (5)
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y’i=等 (6) 2 固定步长法解Rayleigh—Plesset方程

采用Euler法、Central法、改进Euler法和

Runge—Kutta—Fehlberg法4种有限元拆分法求

解卜7。，则需将方程(1)改写成

d2冗 3R’2

可5一百+d￡‘ 2尺 等≯一筹㈩p尺 勰2
、7

先将式(7)转变成形如式(2)和式(3)的两个

一阶等式，以便应用Runge—Kutta—Fehlberg法，

令石=R，则

警巩砌。)巩 (8)

警吡忍小一篆十

筹巾。)矗。

p。仉一2罱
p尺

(9)

假定p。和p。以及初始条件R。、尺。已知，便

可以通过式(8)和(9)求解空泡半径R，即空泡从

生长到溃灭的过程中的大小可以以时间的函数来

表示．

在式(9)中，变量是P。和p。．推测空泡中含

有杂质气体，其压力为p。。大小为R。，水蒸气压力

为p。，在气体不会凝结的前提下，它是～个与温

度相关的定值p“⋯，因此，笔者将其简化为

ps_％阿 (10)

则空泡压力可以表示为

抒．

P口=p，+pg=p，+p90(昔)3 (11)

液体压力p。(￡)是一个重要的参数，它关系

到空泡成长和溃灭的关键参数p。．没有可以直接

求得p。的准确表达式，一般由经验公式来获得，

P。由cFD软件模拟的结果获得．

为解Rayleigh—P1esset方程，需要先确定某些

参数．笔者的测试条件为产生空泡的介质为水，且

温度保持在300 K不变，水的性能见表1．

表1 300 K时水的性能

Tab．I Water properties at 300 K

密度p／ 黏度灿／ 表面张力口／ 蒸气压p。／

(kg·m一3) (Pa·s) (N·m“) MPa

O．996 O．798×】0—3 O．072 O．004 24

2．1 固定步长法的基本算法

在满足前述解Rayleigh—Plesset方程各项假设

的前提下，对于固定步长法的计算方法可表示如

下：(1)令^。=△‘；(2)取￡；一；一，+矗。i；(3)将结果

带人式(8)和(9)中；(4)由Rayle培h—Plesset方程

求得时刻的空泡半径．

2．2 几种数值解法的稳定性分析

Rayleigh—Plesset方程是一个非线性微分方

程，且没有解析解，不易比较判断各种数值方法的

可靠性，因此采用下式来进行测试．

y=tan戈 (12)

式(12)在戈=90。时具有奇异性，与原式性质

相同，因此符合要求口]．应用式(12)并利用Ex·

CEL工具，得到的4种数值方法从△戈=1 o开始的

步长算法分析如图1．

O 10 20 30 40 如 鲫 Ⅲ 芍U ，U lUU

角度《。)

图1对比分析几种方程解的情况

Fig．1 Comparison of solutions from di髓erent

schem髂witlI analyticaI sOlutiOn

如图l所示，在戈不接近90。时，各种方法都

能得到较为准确的结果，但在整个o。≤茹≤90。的

范围中考虑的话，Runge—Kutta—Fehlberg法效果最

好．

4种方法中只有Runge—Kutta-Fehlberg法可以

估算误差．对比解析解可以看出Runge—Kutta—Fe—

hlberg法的估算误差较为保守一些．

2．3 较小压力下各种解法解Rayleigh—P1esset方

程

如表2所示，压力从12 kPa线性下降到最低

值一l kPa，之后又恢复到12 kPa．时间步长^=△￡

=2×lO—s，18 500步后，4种方法的解如图2．

餐噬敷
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表2较小压力变化下的测试情况

Tab．2 Assumed pressure for testing numericaI methods

40

35

30

口25

痞20
*15
10

，

O

图2在固定时间步长为2×10。s时

不同方法求解Rayleigh-Plesset方程的情况

Fig 2 Solutions for Rayleigh·PIesset equation by

dia．erent methods with constant time step of secoBd

从图2中可以看出，除Central法在空泡溃灭

再循环的时候产生严重的数值振荡之外，其他三

种方法得到了稳定且几乎是相同的解．

2．4 压力变化较大时解Rayleigh—Plesset方程

根据K．BREMHORST等人的研究可知，在较

大压力变化的情况下，所需的时间步长非常小．因

此，扩大压力的变化范围进行实验，使最高和最低

压力分别为120 kPa和～10 kPa，如表3所示．当

时间步长为2 x 10一s时，即使在一个生长溃灭循

环之内，4种方法也都不能完成．

表3扩大压力变化时的测试情况

Tab．3 EnIarged pressure variation fbr

testinE numericaI methods

为尽量完成至少一个循环，缩减时间步长至

1×20～s再次计算，但从结果上看不出有明显的

变化．这是因为当空泡即将溃灭时，时间步长与空

泡半径达到最小值的变化率相比过大，所以除非

大幅缩减时问步长，否则不会有明显的改观．

4种方法在溃灭结束、开始第二次循环的时

候都出现了振荡现象，没有给出合适的解．这表

明，由于溃灭的最后阶段压力变化的速度和空泡

半径的变化速度都很快，固定时间步长的方法解

Raylej外一P】esset方程需要一个极小的肘阔步长，

而过小的步长将导致计算步数与计算时间成几何

倍数增长，这种增长往往超过了现有计算机所能

承受的极限．因此，必须找到一种更为合理的算

法，才能在压力变化比较大的情况下较好的解决

Rayle培h—Plesset方程．
4

3

、堇2
罪，：j一．1

) 2 4 6 8 1 O 1 2 l 4 1

时间矗Is

6

图3 固定肘问步长为^=2×10-9 s时的情况

Fig 3 Solutions with constant time step of_ll=2 x 10一’s

for a larger pressure VariatioⅡ

2 4 6 8 10 12 14 1

、 时间血s

6

图4 固定时间步长为^=1×lO．’s时的情况

Fig 4 SoIutions with constaⅡt tjme step of 1 x lO一9s

fOr a larger pressure VariatiOn

3 变步长法解Rayle远h—Plesset方程

3．1 变步长法的基本算法

在满足前述解Rayle远h—Plesset方程各项假设

的前提下，对于变步长法的计算方法可表示如下：

(1)令^o=△#，五‘=五。一1矗|／贾i—i；(2)取￡。=气一。+

^i；(3)将结果带人式(8)和式(9)中；(4)由Ray．

1ei曲一Plesset方程求得￡；时刻的空泡半径足i．
3．2 可变步长法及其在压力变化较大时的测试

Rayle培h-Plesset方程的特点是可以描述空泡

生长至溃灭的全过程，当空泡半径很小时，它的导

数变得很大，因此需要非常小的时间步长．从上述

计算情况来看，对于二阶Rayleigh．Plesset微分方

程，选取的时间步长并不合适．

基于上述考虑，提出了一种时间步长随空泡

半径变化速率R／R。而自动调整的算法，配合一

些简单的算法，如Euler法，来达到变步长解Ray—

leigh—Plesset方程的目的．图5显示了使用这种变

步长法在压力变化较大时测得的结果，与从图2

到图4的结果相比，这无疑是一个更为准确的结

果。更重要的是，它在的时候并不会产生奇异点，

万方数据
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因此可以连续地表示一个循环结束到下一循环开

始的情况．使用这种变步长结合Euler法，计算空

泡4次生长溃灭循环仅需不到l 500步．图6是

空泡半径尺随时间变化的情况．图中显示，空泡

结束第一次循环，完成溃灭并开始反弹的时间是f

=O．000 015 s，这与固定步长法测得的结果相同，

但固定步长法无法模拟溃灭结束并开始反弹的过

程．

图5 较大压力变化时变步长法的情况

Fig 5 Solutions from the Variable time step method

fOr a larger pressure variation

35，

3

窨2

葬；
l

0

时间ms

图6较大压力变化下由变步长法测得的

空泡半径随时间变化的情况

Fig．6 Time history of the bubble radius from the variable

time step method fbr a larger pressure variation

3．3 变步长法与固定步长法的比较

为对比变步长法与固定步长法的计算效果，

使用固定步长法中较精确的Runge—Kutta—Fehlberg

法与变步长法进行对比．

在较小压力变化的情况下，分别采用变步长

配合Euler法与Runge-Kutta-Fehlbe。g法对一个生

长溃灭循环计算，其中p⋯=12 kPa，p⋯=

一1 kPa．结果见图7．

如图所示，两种方法的结果没有显著的差异，

均可模拟在压力变化不大情况下溃灭和反弹的过

程．然而在迭代步数上却有很大差异．Runge—Kut·

ta—Fehlberg法共使用16 000步，而变步长配合

Euler法仅使用800步就得到了正确的结果．

图7 固定Runge-Kutta法与变步长配合Euleo

法在较低压力变化下的比较

Fig．7 ComparisOn of solutiOns frOm the cOnstant time step

Runge-Kutta method and the Variable time step on Euler

method under the smaIler pressure Variation

在变步长法中，最大和最小的时间增量分别

为10～s和10。7 s．若使用固定步长法，则必须采

用最小的步长以达到相同的精度，而采用最小步

长的话，则共需10“步，这是目前的计算机技术难

以负担的．当压力变化较大的时候，这一优点更加

凸显，此时所需的最小步长会进一步缩小，这种情

况下用固定步长法是不可能完成计算的．

4 结论

在几种用于求解Rayleigh—Plesset方程的固定

步长方法中，Runge—Kutta—Fehlberg法效果最好，可

以使用相对较长的步长得出准确的结果．在压力

变化较小的时候，Euler法、改进EuIer法也可以用

于求解Rayle培h—P1esset方程，但当压力变化增大

的时候，固定步长法难以得到较准确的解．为解决

这个难题，提出了变步长法，即时间步长随空泡半

骨

径改变速率≠而自动修正的方法．
ni—l

与传统的固定步长法相比，变步长法具有以

下几个优点：

(1)变步长法可以模拟完整的生长溃灭循环

过程，而不会在两次循环间出现奇异点；

(2)变步长法适用于较大压力变化的情况，

可以得到较准确的结果；

(3)变步长法可以在保证精度的情况下，显

著降低计算步数，本算例中仅为固定步长法的1／

20．

因此，变步长法更适合于解Rayleigh—Plesset

方程，在节约系统资源，保证结果精度等方面都有

较好表现，该方法为研究Rayleigh—Plesset方程提

供新的思路和算法．
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Numerical Analysis on Collapse of CaVitation Bubble in a Water Jet Flow

YANG Bo—kai，LU Yi-yu，YANG Xiao—feng，FENG Ming—tao，ZHANG Sai

(College of ResouI℃es&Envjronmental Science，Chongqing University，Chongqing 400030，China)

Abstract：Calculation on cavita“on bubble growth and c011apse is key to study the cavitating water jet． After

the analysis of different nume“cal methods to Raylcigh—Plesset equation， a numerical method with Variable—

steps is developed that can overcome the weak point of constant time step method to solVe the Rayleigh-Plesset

equation． And it also learned that a constant time step is not appropriate for solVing the Rayleigh—P1esset equa-

tion when dealing with large pressure variations or under the smaller pressure Variation． The Variable time step

method can get a better result． What more， it is only a{ter the variable time step method can be predicted

without singularity． So the variable time step method is batter than the constant time step method in saVing

computational and keeping accuracy． This paper provides a new idea to s01Ve Rayleigh—P1esset equation．

Key words：bubble；Rayleigh—Ples8et equation；consant time step；variable time step
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