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指标函数终端自由和受函数约束

的分数阶系统的最优控制

曾庆山，杨增芳

(郑州大学电气工程学院，河南郑州450001)

摘要：将求解整数阶系统最优控制的方法和步骤拓展到分数阶系统的最优控制中，对由Caputo定义

的分数阶微分方程描述的分数阶系统提出了求解性能指标函教在始端固定的备件下。终端时间目定而

终端状态自由和始端固定、终端时闸固定而终端状态受函数约束的最优控制的状态方程、伴随方程、控

刺方程、横截簪件和终端约束方程，并给予7证明．
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O 引言
定理及其证明·

分数阶微积分是研究任意阶次微分和积分的

理论，分数阶系统是指由分数阶微分方程描述的

系统．理论和实践证明，用分数阶微分方程来描述

实际中的某些系统更为准确恰当，如热力学系统、

柔性系统、黏性系统¨o等．

目前对于分数阶控制系统的研究已经有了一

些成果，如在其数值实现、能控能观性分析、稳定

性分析等方面．但在分数阶系统的最优控制方面，

国内外的研究还处于起步阶段．Agrawa证明了

Riemann-Liouville定义下的左边分数阶微分和右

边分数阶微分的一种变分形式，解决了指定边界

条件分数阶函数最小化问题和有约束条件的指定

边界问题的函数最小化问题旧。。．Fmderieo等发

展了Ag强wa的理论，提出了在Caputo定义下的

分数阶最优控制的变分实现问题H。．Chri8tophe等

介绍了一种新的近似解决分数阶最优控制问题的

基于系统冲击响应的奇异值分解的有理近似的方

法‘5‘“．

笔者在给出分数阶系统最优控制的定义的基

础上，求解了在Caputo定义下的分数阶系统指标

函数终端自由的最优控制问题和系统终端时间I，

固定，终端受函数约束的最优控制，给出了相应的

1分数阶微积分及其性质

分数阶微积分是研究任意阶次微分和积分的

理论，它是整数阶微积分的自然延伸．用符号。r

和。珥分别表示分数阶积分和微分，其中口和l为

积分的上下限、a为任意实数．

笔者用到的分数阶积分和微分的定义和主要

性质如下‘2。】：

(I)Riemann-LiouvilIe积分定义

·以t)。志J。(t—r)”抓州圳一l<
a<m，m∈Ⅳ； (1)

(2)左边Riemann—Liouville微分定义础牡而％(苦)“¨茄]dr’
m—l<a<m，m EⅣ； (2)

(3)右边Riemann．Liouville微分定义

，嗽小而b(一苦)“f㈨(⋯)～I]曲，
m_l<n<m，m∈Ⅳ； (3)

(4)左边Caputo微分定义：。抓¨志f器帆m—t<
d<m，m EⅣ； (4)
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(5)右边Caputo微分定义础¨而与f器d7'
m—l<a<m，m∈Ⅳ． (5)

(6)分数阶微积分的分部积分

I g(茗)；D以z)如=f八茹)。D：g(髫)出+

∑[(一I)：叼：”‘g(石)-。D：。钡x)抟 (6)

I g(戈)：D抓*)如=f八髫)，D：g(z)如+

∑[，Ⅸ”69(石)·，D：。絮x)]：． (7)

特别地，当o<a<1时，有

I g(毒)：D拟石)如=I苁茹)。珑g(x)叔一

[。贮～g(石)·“戈)]：， (8)

I g(善)：D驭茹)如=l八算)；蝶g(x)如+

[，中49(茁)·以省)]：． (9)

2 分数阶系统最优控制的求解

笔者主要研究基于caputo定义的分数阶微

分方程所描述的系统．设分数阶系统形式如下：

：D?算(f)=九x(f)。址(t)，f]． (10)

式中：菇(￡)为凡维状态变量；“(￡)为r维控制变

量；，[·]为凡维向量函数．为了求解简单，令o<a

<1．系统的指标泛函为：

．，=垂(o，茗(Ef))+I三[石(f)，M(t)，E]dt． (11)
J幻

式中．ff和z(f，)分别表示终端时刻和终端状态．

定义1 分数阶系统(10)的最优控制。就是

确定最优控制向量Ⅱ‘(t)和最优曲线并’(t)，使系

统(IO)由初始状态转移到终端状态，并使给定的

指标泛函式(11)达到极值．

2．1 指标泛函始端固定、终端状态自由的分数

阶系统的最优控制

定理l 设分数阶系统的状态方程为

：D》(c)=九善(￡)，址(￡)，f]，

系统始端满足：善(b)=‰，终端时间l，固定，

茁(t，)自由．则把状态茹(t)自始端名(％)=‰，转

移到x(t。)，并使分数阶系统的性能指标泛函

_，=中(I，，茗(If))+J L[石(f)，“(t)，f]dt，
Jlo

取极值，以实现最优控制的必要条件是

(1)最优控制曲线x’(￡)和最优伴随向量

A’(1)满足状态方程和伴随方程：

：D?石(f)=九x(t)，Ⅱ(t)，t】，

羔：，D：A7，缸(￡)7 lr⋯

其中：日=L+Ar，，式中日为哈密顿函数，它是

髫(I)，n(f)，A(￡)和￡的函数．

(2)最优控制向量Ⅳ’(I)满足控制方程：

d磊∥a搿=O．

(3)横截条件：

等L．o’m。)％川¨=o．
证明 由描述系统的分数阶微分方程可知：

．，=咖(o，名(f，))+f[日一A7：D》(f)]山，(12)

其中日为Hamiliton函数，日=L+Az

对式(12)求变分得：

甜=(警)7缸kIf+脚(等)7缸+(等)7瓢
一A’6(：研并(f))l dI． (13’

根据分数阶微积分的分部积分式(6)，可得：

广A’6(：D_(们df=r舐。Di A’批(14)
在舐(f。)=0或者A(b)：O，戤(t。)=0或

者A(“)=O的条件下残立．由于石(％)=‰，所以

有断(t。)=O．由于z(1，)自由，所以令A(‘)=O

即可满足．

将式(14)代入式(13)可得：

她(等)。。，：-吖㈤驯。。+

a(舄7缸+(警)’舐“D：；AⅥ胁卜(15)
要使泛函取得极值，必有甜=0．由此可得：

状态方程 ：D?箸(t)=丸￡(t)，酩(#)，f]
控制方程a肜a“=0

伴随方程 d日／缸(￡)=。D：A‘

横截条件 a驴／缸1⋯，=O

耳(fo)=茹o

A(t，)：0

2．2 指标泛函始端固定、终端受函数约束的分

数阶系统的最优控制

定理2 设分数阶系统的状态方程为：

：D?$(t)=九x(I)，“(1)，f]．
式中：髫(t)为n维状态变量；“(￡)为r维控制变

量；九·]为n维向量函数．为了求解简单，令0<a

<1．

系统始端状态满足：髫(气)=茗。．
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系统终端t。固定。终端状态z(￡，)受下式约束

Ⅳl[髫(‘)，￡，]=O． (16)

式中：川=[ⅣH，Ⅳ垃，⋯，札。]7．则把状态善(#)自

始端x(b)=x。，转移到髫(‘)，并使分数阶系统的

性能指标泛函

．，=币(￡，，x(ff))+I￡[石(￡)，“(t)，t]出

取极值，以实现最优控制的必要条件是：

(1)最优控制曲线x+(z)和最优伴髓向量

A‘(t)满足状态方程和伴随方程

：：：阱x(t)=九石(￡)，M(￡)，t]，

。D：A=筹；
(2)最优控制向量H+(f)满足控制方程

aH／8u=o：

(3)横截条件

(警+(尝)儿，√～Ⅵ虬，，
量(“)=茗o 5

(4) 终端约束条件

Ⅳl[髫(￡。)，‘]=O．

证明 现在存在两个约束条件，即状态方程

和终端约束方程．为解决约束引入两个拉格朗日

乘子向量A和n即

p=[肛。，p：，⋯，p。]7，p=[y。，p：，⋯，l，。]’．将式

(17)与式(12的泛函相联系，于是有

．，=咖(tf，i(‘))+p7Ⅳ．[z(t，)，￡f]+f‘[日一

，：D?g(f)Ⅶ． (17)

其中Ⅳ为Hamiliton函数．日=五+A■

令咖。[x(z，)，h]=币(￡，，茁(‘，))+Ⅳ1川[，(“)，t，]，

则有：

．，=币。(t，，戈(“))+』。[H一^7：D?茗(￡)]dt．(18)
根据分数阶微积分的分部积分的性质(6)可

得：

』．：‘A7：D?善(t)dt=』：二x(t)，。：A7(t)dt+[，，：i。
A7(1)·菇(1)珐 (19)

将式(19)代入式(18)得：

．，=予，(f，，=(f，))+J’[Ⅳ一A’：D》(z)]出

=咖，(t一(I。))+I。[日一善(I)。D；A7(1)]出一

[，口6^7(t)·髫(t)珞
_r的一次变分为：

扯(等)。吼叫+川芸)。缸+c簧惭一
(。D；A7(‘))舐№一(，，：f-。A’(f)·占茹)悟(20)
由于善(％)固定，所以融(f。)=O．式(21)可

以写为：

甜=((警)7。P AT(t))吼Ⅵ+(【(芸)。缸+
(副缸“D：AT(⋯叫dt． (21)

泛函极值存在的必要条件为甜=o，由式

(21)可得泛函存在极值的必要条件为

状态方程 ：D?茹(t)=九石(I)，u(I)，I]

伴随方程 。D：A=d正『／缸

控制方程 a∥a￡，=0

横截条件

(等+(警)V¨，=∥吖㈤k。
善(岛)=粕

终端约束 Ⅳl[石(‘)，t，]=0．

3 结论

笔者将求解整数阶系统最优控制的变分方法

拓展到分数阶系统的最优控制同题中，研究了基

于Caputo定义的分数阶微分方程描述的系统的

始端固定情况下，终端时刻固定、终端状态自由和

终端时刻固定、终端状态受函数约束的最优控制，

推导并得出了相应的状态方程、伴随方程、控制方

程．
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Abstract：The method of solVing the optimal control pIDblem fbr integer·order 8y8tems i8 extended into frac·

tional—order in this paper．The optimal conn．ol of the 8ystem8 described by Caputo’s f壬actional—order difkrenti—

aI equation is inVestigated．The state equation，concomitant equation，controI equation，tr8nsyersaIity condi．
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Research on Complete Compensation to Dynamic Characteristic

of Temperature Sensor and Design of Compensating Circuit

LU Xiao．Iil，LU Li．pin91，U Kui2，LU Xiao．yang
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Abstr8ct：The first·order system model and second-order system model for dynamic characteristic of temper8一

ture sensor a他analysed．The second—order system is not a underdamping system and that tllere a陀similarity

and intercommunity between the step responses of the two systems are pointed out，8nd then that tlle dynamic

models of temperature sen80r can be unified simpl近ed弱the fir8t-order system model is pⅡt fo懈ard． The

transfer funetion of compensating circuit which can make a first·order system to be compensated as a perfect

all-pas8 system i8 deriVed． The active filter circuit which can realize the transf毛r function is designed，and the

design fomulas for calculating the circuit element parameters by tlIeHnal time constant of temperature sensor

are giVen out． That the output voltage of signal conversion circuit are linear and proportionate to the sensor，s

tempemtu陀，and that compensating circu“and 8ignal conversion circuit have 8u佑ciently wide pass band，are

pointed out as the two necessary conditionB阳aIizing comPleIe compensation to dyn砌ic chamcteristic of tem-

perature 8en80r uging hardwear．

Key words：tempemture senso‘；dynamic measurement；dynamic error compensation；circuit design
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