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径向点插值无网格法求解电磁场边值问题

夏茂辉，翟社霞，李海龙，于 玲

(燕山大学理学院，河北秦皇岛066004)

摘要：为有效解决点插值法在电磁场计算中遇到的系数矩阵奇异性问题及提高解的精度，将带有多

项式的径向基函数点插值配点法引入到电磁场边值问题计算中．采用径向基函数耦舍多项式基函数构

造形函数，其插值函数具有Kronecker Delta函数性质，可以较方便地施加本质边界．将该方法应用到一

维和二维电磁场边值问题计算中，最后用算例验证了此方法不仅在配点处有更高的计算精度而且提高

了计算效率．在电磁场问题的研究中是一种有广阔应用前景的方法．
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0 引言

无网格方法H以1起源于20世纪70年代，无

网格方法的产生有效解决了有限元法和边界元法

在系统的形成阶段利用单元或网格信息的缺陷，

它采用基于点的近似，不需要网格的初始划分和

重构，已成为一种强有力的数值计算工具．

在电磁场领域内，有限元法¨1虽然已是一种

成熟而强大的计算工具，在电磁场的数值模拟方面

也取得了许多重要成果，但是有限元法在电磁场的

数值计算H。1中也存在着缺点，如在反求形状优

化、移动导线以及裂纹计算中出现的几何大变形，

在应用有限元法求解时，它要求不断的单元重构，

才能使计算顺利进行，因此给计算带来了难度，也

影响了计算的精度．目前许多学者已将无网格方法

应用于电磁场的计算中，但此方法在电磁场的研究

中还处于起步阶段，许多问题有待进一步的探讨．

1 带有多项式的径向基点插值法

点插值方法是级数表达式型的函数近似方法

之一，是一种实用的生成MFree形函数的方法，将

求解域n用m个有限节点茹i(i=1，2，⋯，m)离

散．在求解域中一标量函数Ⅱ(膏)的近似函数

H“(菇)可以用以各节点菇。为中心的径向基函数

欠i(戈)表示为：
m

口‘(茗)=∑R。(善)口；=R7(茗)口 (1)

式中：a；为待定系数；Ri(戈)为径向基函数．笔者

采用径向基函数主要是为了避免刚度矩阵的奇异

性问题．选用Gaussian(EXP)函数，由于高斯函数

不含额外参数影响点插值法的计算结果．冀；(z)

=exp{一【(茗一*；)2+(Y一，，；)2】)，在(1)式中有

m个未知数，令近似函数H‘(菇)在节点名。处的值

等于函数H(茗)在该节点处的值即：口‘(并；)=“；，

可得到m个方程组：

即。={Ⅱ1，M2，⋯，Ⅱm}1 =Roa (2)

其中，

Ro=

RI(算I)

Rl(石2)

R，(菇。)

R2(茗I)

R2(髫2)

R2(茗。)

R。(茗I)

尺。(茗2)

R。(菇。)

将式(2)系数矩阵D代入式(1)中得：

／／‘(石)=R。(茹)K01“。=咖(髫)H。 (3)

其中形函数矩阵为

西(茁)=R’x)尼i‘

=[咖。(茗)，币：(算)，⋯，咖。(茗)] (4)

径向基函数插值满足条件““(茗；)=Ⅱ(菇。)=“；，形

函数咖i(气)=最。，对其施加边界条件很容易，Mie—

ehelli油1从理论上证明了TPS(即this plate spline)

是正定的。从而有EXP条件是正定的，增加线性多

项式基的EXP插值即变为正定的，并改善了多项

式基的插值精度，引入多项式的径向基函数为：
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口“(髫)=∑冠。(戈)口i+∑巴(髫)西， (5)

式中：P，(茁)为空间坐标菇=[戈，Y]T的多项式；bj

为待定系数；It为多项式基函数的项数，为了取得

很好的稳定性选取n<m，其中P，(髫)可利用pas．

cal三角形获得，并具备完备的单项式基．

一维基，(石)=[1，菇]

二维基，(戈)=[1，髫，Y]

方程(5)的系数ai，bi可由方程(5)满足影响域中

n个离散点的值来得到，因此有

H。=Roa+P。b (6)

式中，H。=[ul，Ⅱ2，⋯，n。]。r，

P。=

P。(髫。)

Pl(并2)

|P。(菇。)

P：(髫。)

P2(菇2)

P2(戈。)

P。(戈．)

P。(石2)

P。(戈。)

式(6)中有m+n个未知数，有m个方程，是一个

未定方程组，对求解上述方程组添加n个约束

方程

P：口=0 (7)

矩阵形式为

【三m=n
解得：b=[pTR01P。】。1P7R01Ⅱ。．

口={足i1一皿i1P。【P：置i1P。】-1RTR01}it‘．

将口，b代人公式(5)中，得

tt6(茗)=[R。(髫)，R：(菇)，⋯，R。(菇)]·

【R01Ⅱ。—-RoP。【pTR01P。】一pTR01M3】+

【P。(石)，P：(菇)，⋯，P。(石)】’

“P。T矗o-1P。】一1PT。』(。-1)“。=N(x)u。 (8)

而 N(并)=【N。(￡)，N2(菇)，⋯，N。(戈)1

函数的一阶和二阶导数为

掣Ox=；Ⅱ。掣=∑i u叫九i ' a，‘i
‘一
’。

掣=P掣=；u。小)．
2 电磁场问题中的离散方程

考虑二维电磁场边值问题

吒警Ⅵ等一^茗E Q
咖=咖o， 髫E FD，

吒譬以+Oly譬n，=g，茗∈rⅣ口，蔷以+ 蔷n，2 g，茗∈11Ⅳ

式中：咖为待求解位函数；a，，ob，是与区域物理性质

有关的已知参数；It。和n，边界外法线的方向余弦．

在区域Q内，边界r。和r。上放置配置点，

并由他们形成插值条件，使位函数满足相应边值

方程，不妨设基函数总数为厅，域内和边界上的配

点总数为，t，则插值条件对应的离散方程为

∑u‘g(x；)=一f(xi)，石；∈Q
121

∑u‘Ⅳ(Xi)=咖。，并。∈F。 (9)

∑u。h(x；)=q(x；)，茗；∈r，
i=1

其矩阵形式为

K=

Ku。=f

gI(茗。) g：(石。)
⋯
g。(戈。)

g-(勺) g：(勺)
⋯
g。(巧)

Nl(Xj+1)N2(Xj+1)⋯N。(xj+1)

(10)

f=[一八茗。)，⋯，一／I髫i)，咖。(髫，+。)，⋯，q(x。)]．

3 算例

算例1，如图1所示，求两无限大平形板间的

静电势咖．一块板位于石=0处，币=0 V；另一块板

位于石=1处，咖=1 V．两块平行板间充满了介电

常数为8(F／m)媒质，期间的电荷密度是变化的，

P(菇)=一(菇+2)占C／m2．此问题的精确解为：

咖(菇)=矿1 3+菇2一矿1．
OV lV

O l 工

图1无限大平行板

Fig．1 The infinte paralleplate

图2给出了用本方法计算时其结果与精确解

的比较．该算例验证了此方法在电磁场问题计算

中的可行性与有效性．

算例2，如图3所示正方形电磁场，在10 m

×10 m的正方形区域均匀分布密度为P=一100

C／m2的自由电荷，其介电常数为氏，区域的上下

边界是Dirichlet边界且咖=0 V，左右边界是Neu-
3一L

mann边界且芒=0，该问题的精确解为咖(z，y)=
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圈2本文方法与精确的比较

Fig．2 Comparison between exat and RPIM

(o，O)≯=1V

图3正方形求解域

Flg．3 The square solution domans
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图4本方法解的绝对误差

Fig．4 The solution of absolute error

(5y—y2／2)p／s。，用RPIM计算时，在正方形区域

布置225(15×15)个规则节点，14×14个高斯积

分背景网格．在每个网格内采用3×3高斯积分．

图4给出了本方法求解的绝对误差．本方法只取

龙=0的11个点来比较．

4 结论

径向点插值无网格方法与有限元方法相比。

避免了在系统形成阶段不断划分网格的缺陷，无

网格方法只需要一系列离散的点，与伽辽金法相

比点插值方法更容易处理边界条件，笔者采用带

有多项式的径向基构造插值函数避免了矩阵奇异

性问题，也提高了解的精度．
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Radial Point Interpolation Meshless Method to Solve the Electro—magnetic

Boundary Value Problem

XIA Mao—hui，ZHAI She—xia，LI Hai—long，Yu Ling

(College of Science，Yanshan University，Qinhuangdao 066004，China)

Abstract：To effectively solve the coefficient matrix singularity problems and higher calculation accuracy prob·

lems in the field of electromagnetic calculation with point interpolation method，in this paper，the radial basis

function(RBF)with polynomial interpolation collocation pointis are applied to the collocation of boundary val—

ue problems of electromagnetic field calculation．Using RBF coupling polynomial function structure shape

funetion，the interpolation funetion has Kronecker Delta function on the essential boundary can be easily．This

method is applied to boundary value problem of electromagnetic field of 1 and 2 dimensions．Finally numercial

examples show that this method not only has higher calculation accuracy but also can improve the computation·

al efficiency．This method has the broad application prospect in the study of electromagnetic field．

Key words：meshless method；electromagnetic field；boundary value problem；RBF
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