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基于七点估计法的边坡稳定可靠度求解
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摘要：分析了确定统计矩多点估计理论的点位置和相应加权系数的Gauss—Hermit数值积分原理，以

适于任意滑面的毕肖普模式为例，研究了极限平衡理论中逸坡稳定可靠度极限状态方程的特点和复杂

性．引进多变量函数近似单变量化方法，将边坡极限状态方程转化为适于点估计分析要求，在此基础上

构建了边坡稳定可靠度的多点估计分析方法并研究了其具体的操作步骤．通过三个典型实例，将结果与

经典的精确方法结果进行比较，显示所研究方法计算代价仅为经典方法的0．01％，而计算的准确度基本

相当。显示了该方法的实用性和简便性．
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O 引言

设不确定性结构基本变量为X．，x：，⋯，x。，

用向量形式表达为x=(X．，X2，⋯，X。)，相应的

联合概率密度函数为矗=厶(菇。，算：，⋯，茗。)，功能

函数为Z=g(x)=g(X。，X：，⋯，x。)．则结构的失

效概率p，、可靠概率P，为：

P，=1一p，=1一P

，， ， (1)
2 fJ⋯版(茗I，算2，⋯，菇。)dxldx2⋯dx。
皇：o

。

对于式(1)的计算，根据g(X)的具体表达形

式，可以直接积分．也可以选用蒙特卡洛模拟法、

一次二阶矩法、多次多阶矩法、点估计法及随机有

限元法⋯．直接积分是准确方法，但实际结构基

本变量多，功能函数复杂，实现起来很困难．蒙特

卡洛法计算精确度高，但需要大量抽样，计算代价

太高，通常用于准确性验证分析．一次二阶矩法只

有在基本参数变异系数不大的情况下，才具有较

高精度．为了提高计算准确度，有文献采用随机变

量的三阶矩和四阶矩，但理论深奥、分析过程复杂，

实际应用困难．随机有限元方法在理论上是一种很

好的方法，但需要依靠专用软件。而且要求分析人

员需要有比较丰富的经验．由Rosenbheth创立的

统计矩点估计法，概念比较明确，计算过程清晰．

点估计法又称作Rosenblueth法，最早由

Rosenbheth旧1提出，该法只要利用状态变量的均

值和方差，不需了解各种状态变量的概率分布，就

可以求得可靠度指标，还可以在状态函数值的假

定概率分布下求出失效概率．Gorman¨1和“H1等

人分别在此基础上提出了各自的三点估计理论，

但是由于估计点个数少，精度低，并且在计算过程

中估计点可能超出随机变量的定义域，在实际工

程中未能得到广泛的应用．Christian等"o指出

Rosenblueth的点估计理论在本质上与Gauss—

Hermit的数值积分是一致的，这为多点估计方法

的应用提供了理论基础．提高点估计法精度的最

根本的办法是增加估计点的数目，Zhao Y G¨o提

出了一种实用性和精度大大提高的点估计法，指

出近似随机变量的高阶矩的过程中，要使误差减

小，需要更多估计点．苏永华等¨1曾采用两点估

计法简化的响应面法对某一工程的稳定可靠性进

行计算．张仪萍¨1研究了竖井地基固结概率的五

点估计法．笔者试图利用点估计方法的最新进

展p1，以边坡极限平衡理论中的典型模式为例，

为复杂的边坡可靠度问题探讨一种简便、精确的

计算方法．

1 基于数值积分定点的多点估计法

点估计法在计算函数的各阶矩时要求随机变

收稿日期：2010—06—30；修订日期：2010—08—03

基金项目：湖南省自然科学基金资助项目(09JJ3113)；湖南省交通厅科技项目(200717)

作者简介：苏永华(1966一)，男，湖南涟源人，湖南大学教授，博士，主要从事岩石力学及地下结构非确定性及优化设

计方面的教学与研究工作，E—mail：yong．sul965@126．com．

万方数据



第6期 苏永华，等：基于七点估计法的边坡稳定可靠度求解 15

量服从标准状态分布且线性无关，而实际上随机

变量的分布形式是多样的．因此，首先需要将任意

分布的变量z转换为线性无关的标准正态变量

置作者利用Rosenblatt旧1变换X=T(Z)来实现这

一转变．以X为单随机变量为例介绍转换及估计

计算所采用点的确定方法．

对于一维随机变量X，其密度函数：
1 。2

以菇)=6(x)=—兰=exp(一3“-) (2)
0。2屯 ‘

令，，=g(菇)，则Y的均值p，和k阶中心矩肘“
可写成如下形式：

弘，=jg(彳)以茗)dx (3)

肘，。=I(g(z)一肛，)狄石)dx，k≥2 (4)

由于g(茹)往往是高度非线性或隐式的函数，式

(3)，(4)解析解很难得到．令Y=T“(髫)为

Rosenblatt逆变换，则(3)，(4)式可写为：

p，=Ig[T。1(茗)抓茁)dx (5)

肘一=l(g[T一(戈)]一p，)狄菇)dx，k≥2 (6)

Gauss—Hermit积分公式⋯】：
．+- m

J一。F(t)exp(一t2)dt 2蚤∞t，(fi)(7)
式中：m为估计点个数，式(6)是全无穷区间上的

高斯型求积公式，其中节点t；(i=0，1，⋯，n)为

(一∞，+∞)上带权p(t)=exp(一t2)的正交

n+1次埃尔米特多项式(8)的零点，系数tO。可通

过(9)式确定：

km)_(一1)“+lexpp)盟誊丑(8)

”帛等等 ㈩∞i 21瓦i矿 ‘，，

其截断误差为足[月=耋糕，。¨2’(亭)，孝∈{一∞，+∞}
(10)

高斯求积公式系数∞i必然满足：

I』p(t)dl=∑∞；
r i=．D

∽m出2姜训； (11)

卜 。

m(t)f”dt=∑∞。蜉
“；为第i个估计点值，P；为第i个估计点t；所对

应的权重，并且有

Hf=√2ti，Pj=∞／√1r (12)

通过式(8)，(9)，(11)，(12)可以确定出七

点估计法数值积分⋯1中估计点“。和其相应的权

变量Pi如表1．

表1七点估计法中各点的位置及权重

Tab．1 The location of the points and weights of 7 point estimate method

因此通过Gauss—Hermit求积可将式(5)、

(6)转换为式(13)、(14)：

p，：∑只g[T。1(茹)] (13)

‰=∑P。(烈T-l(戈)卜如)‘，k≥2 (14)

由状态函数的一阶矩／．tg和二阶矩(or，)2可

求得可靠度指标卢=／z。／or，，进而可计算出破坏概

率p，=1一爹(卢)．

2 基于极限平衡的边坡状态方程

岩土边坡的稳定性分析方法经过长期的发

展，已经产生了很多方法．极限平衡法是其中最为

重要和成熟的理论之一⋯3．在众多极限平衡理论

中，适应于任意滑动面的毕肖普模式具有典型代

表性‘121．该法适用于非圆弧滑面，其条分形式如

图1所示，其稳定性系数，按式(15)计算．

图1 适于任意滑动面的毕肖蕾计算筒圈

Fig．1 Calculation diagram of extended simplified

B虹hop method
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F=
∑(cl+N’tan驴)R
‘=l

∑眠一∑(Ⅳ’+u。)，_ -、 ⋯
I：I ‘2I

Ⅳ’=嘉形一罕一Uocosa]m
d

，

m。=c⋯[1+堕产]

(15)

(16)

(17)

式中：di，t，M，Ⅳ’，S。，U。，c和妒分别为第i根土

条底边的倾角、滑面长度、法向力、有效法向力、土

条底边抗剪力、孔隙水压力、黏聚力和内摩擦角；口

为土条顶边倾角；hi，b；，W；，Qi，f和并i分别为第i

根土条的平均高度、宽度、重力、水平作用力、底边

法向力力臂和土条重力力臂；R为条底切向力的

转动半径；E为土条间的法向作用力；石为土条间

的切向作用力；下标i和i+1分别表示第i根土

条右边和左边的作用力；F为安全系数．

根据可靠度分析流程与结构状态方程建立方

法，可以根据式(15)得到边坡的相应极限状态方

程为：

c(茗)：F一1：∑堕!坚型!一1：o
一

∑形茗i一∑(Ⅳ：+眈沙
(18)

很显然，边坡极限状态方程式(18)在绝大多

数情况下是多自变量函数，同时是隐式的．因此极

限状态方程是多随机变量的非线性复杂函数．有

关研究文献¨列显示，极限平衡理论边坡各模式的

可靠度状态方程均具有上述同样的特征．

3 边坡稳定可靠度的多点估计法

边坡稳定状态方程G(X)是包含多个随机变

量的函数，其中X=X。，X2，⋯，x。，其联合概率密

度由n个随机变量定义在h维空间超立方体上，

其中k为单变量函数估计点数目，当n很大时，估

计点数目k“也相当大⋯．采用Tetsuro㈨等提出

的多变量函数转单变量方法，将G(X)通过式

(19)近似计算：

G(x)一G’(x)=∑(Gi—q)+q (19)

其中，G；m G[T。1(置)]，Xi=％，x一2，⋯，省；⋯t}，即

除名。外，其余随机变量全为其均值；G。为所有变

量戈i全为均值时的函数值．则G(x)的均值和标

准差分别为

肛。=∑(肛i—q)+q (20)

：=y oror or； (21)c= > i ～二l，
“

篇。

式中：肛。，or；分别为Gi的均值和标准差．

因此基于极限平衡理论模式的边坡稳定可靠

度，采用点估计法计算时，基本步骤如下：

①根据边坡地质体组成，确定基本随机变量

X=X。，X：，⋯，x。及其分布形式；②根据滑面形式

确定边坡稳定性分析模式及其系数计算表达式

(15)；③利用稳定性系数表达式建立极限状态方

程(18)；④将多变量的稳定性系数近似化为单变

量计算形式(19)；⑤利用数值积分原理确定各变

量的估计点位置和权重；⑥采用式(13)，(14)确

定各单变量情况下的均值和方差；⑦采用式

(20)，(21)确定极限状态函数的均值和方差；⑧

根据极限状态方程均值和方差计算可靠度指标和

失效概率．

4实例与验证

算例1和算例2分别选自文献[11]中1987

年澳大利亚计算机应用协会(ACADS)对澳大利

亚所使用的边坡稳定分析程序进行的一次调查中

的考核题例1(a)和例题1(C)，边坡的外形及各

土层的分布情况分别如图2和图3所示；例题1土

层的物理力学指标黏聚力c、内摩擦角妒和重度7

的标准值分别为：3．0 kN／m2，19．0和20 kN／m’，例

题2各土层的物理力学指标如表2所示．

图2 ACADS的考核题1(a)

Fig．2 The examination questions 1 I a)of ACADS

{
倒
业

i睦一150
35)70 35)

。‘l ／ 材料)

⋯J (， (，

20．O 30．O 40．0 50．0 60．0 7C

围3 ACADS的考核题1(c)

Fig．3 The examination questions 1(c)of ACADS
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裹2考核题1(c)的材料性质

Tab．2 The material properties of examination

questions 1(C)

算例3选自文献[14]，边坡的外形及各土层

的分布情况如图4所示，各土层的物理力学指标

黏聚力C和内摩擦角妒服从正态分布，平均值和

均方差如表3所示，重度y为定值19 kN／m3．

T
9．14m

+
6．1 m

J-

cl弋＼
c2

妒2

圈4边坡的外形及各土层分布情况

Fig．4 Slope shape and the distribution of soil

例题1和例题2的物理力学指标c，妒服从标

准正态分布，变异系数6分别为0．2和0．1，y为

常量，均方差为0，假定例题2的弹性模量E，泊松

比l，为常量，通过多点估计法和100万次的蒙特

卡洛模拟，结果如表4所示．相对于蒙特卡洛法的

100万次边坡极限状态计算，点估计法仅需14次．

表3例题3的材料性质

Tab．3 The material properties of example 3

表4点估计法和蒙特卡洛方法计算结果比较

Tab．4 Comparison of calculation results between

PEM and Monte Carlo methods

例题3的计算结果和参考文献[14]中B．xu

和B．K．Low的有限元算法的计算结果以及100

万次蒙特卡洛模拟结果如表5所示，相对于蒙特

卡洛法的100万次边坡极限状态计算，五点法需

计算10次，七点估计法需计算14次．

表5点估计法、有限元法和蒙特卡洛方法计算结果比较

Tab．5 Comparison of calculation results among PEM。

FEM and Monte Carlo methods

5 结论

(1)分析了多点估计法的点位置及相应加权

系数确定的Gauss—Hermit数值积分原理．

(2)研究了边坡稳定性分析的极限平衡模式

导出的极限状态方程的特点，指出了该类极限状

态方程形式的隐含和多变量特性．

(3)以适于任意滑面的毕肖普模式为例，引

人多变量函数的近似单变量化方法，提出了边坡

极限平衡模式下边坡稳定可靠度的多点估计法，

并给出了具体的分析计算操作步骤．

(4)进行了多个实例研究及比较，显示笔者

研究所得方法计算工作量约为经典方法的

0．叭％，而分析结果的准确性基本与之相当．
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Reliability Solving of Slape Stability Based on 7 Point Estimation Method

SU Yong—hua，WANG Qi—shan，LIANG Bin

(College of Civil Engineering，Hunan University，Changsha 410082，China)

Abstract：The location of estimating point involving the theory of multi—point estimate for the determination

of statistical moments，and the corresponding weighting coefficients in Gauss—Hermit quadrature formula are

both analyzed．The characteristics and complexity of the limit state function required in slope reliability prob-

lem within the context of the limit equilibrium theory are investigated by employing the Bishop method of slices

that is applicable to any slip surfaces．Introducing the method of multivariate function estimation for the issue

of single variable approximation，the limit state function can then be transformed into the form fulfilling the re．

quirement of point estimate method．On this basis，a multi—point estimate algorithm for reliability analysis of

slope is developed and the associated scheme for such an algorithm is also provided in detail．This proposed

methodology is then applied to the comparison of its results with those obtained from the traditionally exact ap．

proach by use of three typically practical examples．The comparison reveals that the computation efficiency of

the current algorithm is only 0．01％of that in the classical approach．whereas the precision is almost equiva．

1ent between both，thus verifying the applicability and simplicity of the present methodology．

Key words：slope stability；limit equilibrium mode；reliability；multi—point estimate method
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