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关于自反Banach空间框架下的连续伪压缩映象

孙利娟

(开封教育学院计算机系，河南开封475000)

摘要：考虑了一类舍有连续强伪压缩映象的粘滞迭代隐性算法．在自反的Banach空间框架下，基于

迭代方法针对满足弱嵌入条件的连续伪压缩非自映象，建立了不动点序列的强收敛定理，并证明了该不

动点恰为某一非线性变分不等式的唯一解．所得结果改进了Moudaft的含有压缩映象的粘滞迭代隐性算

法，并把其空间框架从实Hilbert空间推广到了自反的实Banach空间．
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0 引言

设E是一实Banach空间，正规对偶映象．，：E

--*2”定义为

J(茗)={，∈E+：(z√>=lIxIl2=I!fll2}，石∈E．

其中E’为E的对偶空间，(·，·)表示广义对偶

对．一般的，我们用_『表示单值正规对偶映象．设

C是E的一非空闭凸子集，r：C—C是一非线性

映象．记r的不动点集为F(r)．回顾如下定义：

(a)称r为非扩张的，如果

ff戥一巧I|≤fIx—ylI，V茗，Y∈C．

(b)称r为严格伪压缩的，如果存在常数A

∈(0，1)，使得

(Tx—ry，．『(茗一Y))≤IIx—yll2一

A|I(，一T)X一(，一r)yll2，V X，y∈C，

其中，_『(髫一，，)∈．，(髫一y)．

(c)称丁为强伪压缩，如果存在某一常数k∈

(0，1)，使得

(Tx一珂，．『(第一Y))≤kII茗一yll2，V菇，Y E C，

其中，_『(戈一Y)∈J(菇一Y)．

(d)称r为伪压缩的，如果

(Tx—ry√(茗一，，)>≤|J石一，，112，V茗，，，∈C，

其中，_『(茗一，，)E．，(菇一，，)．

显然，严格伪压缩映象是介于非扩张映象和

伪压缩映象之间的一类非线性映象．伪压缩映象

是一类非常重要的非线性映象，在过去的几十年

中，许多学者对伪压缩映象不动点的存在性和迭

代算法的收敛性进行了大量的研究⋯．

1965年，Browder嵋。在Hilbert空间的框架下，

首先建立次连续伪压缩映象不动点的存在性结

果．他证明了如下定理：

定理B 设日是一实Hilbert空间，C是日的

一非空闭凸子集，r：C-÷C是一次连续的伪压缩

映象，则丁在C中有一个不动点．

1974年，Demling¨1在实Banach空间的框架

下，得到了连续强伪压缩映象不动点的存在性结

果．他证明了如下经典定理：

定理D设E是一实Banach空间，C是层的

一非空闭凸子集，r：C—C是一连续的强伪压缩

映象，则丁在C中有唯一不动点．

最近，ZhouHl考虑了用凸组合的方法来研究

严格伪压缩映象．更准确的描述为：定义一映象

r：C_+C如下：

r,x=tx+(1一t)Tx，V戈∈C，

其中，t∈(0，1)，T：C—c是一严格伪压缩映象．

在适当限制参数t的条件下，他证明了f是一非

扩张映象．

正则化方法是研究非扩张映象的一类有效和

常用方法．更详细的描述即为利用Banach压缩映

象原理．令t∈(0，1)，定义一压缩r：c_+C如下：

T,x=tu+(1一t)Tx，V戈∈C，

其中，“∈C是～定点．Banaeh压缩映象原理保证

了t有唯一不动点菇；∈C．在假设映象r不动点

集非空的情况下，Browder¨1证明了如果E是一
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Hilbert空间，那么菇。强收敛到r的某一不动点，

而这一不动点恰为固定点Ⅱ在不动点集上的投影

点．Reich坤。把Browder的结果从Hilbert空间推广

到了Banach空间，并证明了如果E是一致光滑的

Banach空间，那么戈。强收敛到r的某一不动点，

并用此极限定义了从C到F(r)太阳非扩张收

缩．Lan和wu[71在Hilbert空间框架下探讨了次

连续伪压缩映像路径的收敛性问题．在文献[8]

中，Xu进一步推广了Browder的结果．他证明了

如果E是自反的且具有弱连续对偶映象，那么

Browder的结果是仍然成立的．

最近，Xu【91考虑了所谓的粘滞逼近方法，这

个方法最早由bloudafi¨叫在Hilbert空间的框架下

提出．Xu具体的证明了如下定理：

定理X 设E是一致光滑的Banaeh空问，C

是E的一非空闭凸子集，r：C叶C是一具有非空

不动点集合的非扩张映象，fE兀。，其中n。是c

上的压缩映像做成的集合．序列}t}强收敛于

F(r)中的一点．如果我们定义Q：II。一，(丁)如

下：Q(D=limx。，，∈11。．则Q(f)是如下变分不

等式的解：

((j—D Q(力，．，(Q(力-p)>≤0，

／E 11。，P∈F(r)．

最近，Chert，Lin和Song⋯1进一步研究了严

格伪压缩自映象．具体的，他们得到了如下结果：

定理CLS设C是g一一致光滑的Banach空

间的一非空闭凸子集，F：C—C是一具有非空不

动点集合的严格伪压缩映象，^C—c是一Lips—

chitz强伪压缩映象．对任意t∈(0，1)，令戈。是矿

+(1一￡)r的唯一不动点．则当f—O时，{舅。}强收

敛于丁的一不动点P．

受xu[91和Chen，Lin和Song⋯1等工作的启

发，笔者在具有一致Gateaux可微范数的实自反

Banach空间框架下，考虑了连续伪压缩非自映象

的路径收敛性问题，所得结果改进和推广了前期

许多研究者已得到的相应结果．

1 预备知识

设c是Banach空间E的一非空闭凸子集，

对于石E C，石的嵌入集，。(菇)定义为：

，c(髫)={菇+A(Ⅱ一菇)，“E C，A≥0}．

映象r：C—E称为弱嵌入的，如果对任意的茗

∈C，有Tx E I。(石)，其中，。(z)表示弱嵌集的闭

包．显然每个白映象都是弱嵌入的．

设肛是Z。上的连续线性泛函，(口。，el,．，矗)∈

2”．我们用肛。(o。)表示肛。((口。，口。，忌))．称／．L是

Banach极限，如果p满足忆I|=p。(1)=1，／z。(口。)

=p。(口。+1)，(口o，aI，I|})∈Z。．如果p是Banach极

限，则下式成立：’

lira infa。≤肛(口。)≤lim 8upa。．

设S=(0，1)，B(S)是S上具有上确界范数

的所有有界实值函数所构成的Banach空间．

引理1．1‘121 设C是Banach空间E的一非

空闭凸子集，E的范数是一致Gateaux可微的，

{戈。}有界，菇∈C，p，是E上的Banach极限，则

p。|l茹。一zII=rain。i c1I髫。一，，||，

当且仅当

／z，()，一：，．『(茗。一=))≤O，V y∈C．

引理1．2 设C是Banaeh空间E的一非空

闭凸子集，7’：C—E是一连续的伪压缩．假设r满

足弱嵌入条件，则c∈(21一r)一C．若定义G：C—

C如下：

G(算)=(2I—r)一1菇，V菇∈C．贝0 G：C—c是

非扩张的，F(G)=F(r)，且忙一G(髫)II≤

Il戈一戥lI，V z∈C．

证明 对任意的／z。∈C定义映象U：C—E如

下：孤=÷Ⅱ+÷戥，V茗∈c．因为r：c—E是连续

伪压缩且满足弱嵌入条件的，则U：C—E是连续

强伪压缩且满足弱嵌入条件的，利用Demling¨1

的推论1可得U具有唯一不动点菇E C．即石=

{u+÷五．因此，“：(21一r)菇∈(2t—r)c，于是
C∈(2I—r)C．由G的定义知：

Jl(c(x)一G(，，)II=||[，+(，一r)]一1茹一

[，+(，一丁)]一1Y)II≤lI菇一yfI．

则G：c—C是非扩张的，且F(G)=F(r)．另

一方面，有

lIx—C(x)J|=IIGG一1(并)一G(茗)If

≤|JG一1(戈)一茁0

=怯一Tx忆

引理证毕．

2 主要结果

定理2．1设E是一实自反的Banach空间，

且具有一致Gateaux可微范数，C是E的一非空

闭凸子集，r：C—E是连续伪压缩的，．厂．C—C是有

界的，连续的，且具有系数后∈(0，1)的强伪压缩

映象．假设丁满足弱嵌入条件，c的每个非空有界

闭凸子集对于非扩张映象有不动点．对于￡E(O，
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1)，定义Z如下：

Z菇=tf(菇)+(1一t)戥，V髫E C (1)

则Z茗有唯一不动点茗。∈C如果F(r)非空，

则当t一0时，t茗。}强收敛到r的不动点P，p也是

如下变分不等式

(以p)-p，．『(，，-p))≤o，Vy∈F(T)

的唯一解．

证明对任意髫，，，∈C及t E(0，1)，有

(Z茗一Z，，，_『(茁一，，))=f(八并)-f(y)，．『(髫一)，))+

(1一￡)(Tx一研，．『(髫一y))≤

[1一t(1一后)]0髫一)，02．

因此Z：c—E是连续强伪压缩且满足弱嵌

入条件的．由Demling⋯3的推论l，对每个t∈(0，

1)，矿有唯一不动点菇。∈C即，

菇。=if(茹。)+(1一t)Tx， (2)

对于任意的P∈，(r)有

IIx。一pll2=(菇。一P，j(x。一P))=

t(以菇。)-Y(p)，歹(菇。一P))+t(厂(p)一

pj(x。-p))+(1一t)(Tx。-pj(x。-p))≤

[1一t(1一七)]II菇。一p J|2+t(f(p)一

P，．『(菇。一P))．

于是

II茗。一l,112≤高(八p)一p，地一p))(3)
即

II髫r—p忙南忧p)一pll，Vt∈(o，1)·
序列{茗。}的有界性得证．另一方面，由(2)得

IIx，一Tx。II=t 0八戈。)一Tx。叭鉴于{并。}的有界性，得

liraIIx。一Tx。lI=0 (4)

由引理1．2得lim IIx。一鼠。0=0，其中G=(2，

一r)一如引理1．2所定义．定义一映象A如下：

缈=肛。IIx。一rlI，V)，E c，其中／z，是Banaeh极限．

令K={y E C：Ay=it,f,。cAx}则K是C的非空闭

凸子集．对于y∈K，有

A(何)=肛。忱一何I|=p。||鼠。一回I|≤A，，．
则何∈K，即G(K)cK注意假设条件：C的每个

非空有界闭凸子集对于非扩张映象有不动点，于

是G在K中有一不动点P．由引理1．2知P=功．

再由弓I理1．1得p。(茗一p，．『(菇。一p))≤o，V戈∈c．

令并=八P)，则

儿(以P)一P，．『(茗。-p))≤o． (5)

结合(3)与(5)得弘。忙。一pll2≤0．于是存在

㈠}的某一子列{算。i}，使得茗。；_P，另一方面，由

(2)对任意的髫∈F(r)有

(石。。一f(算。i)，．『(茹。．一算))=

(1一t；)(Tx。．一以石。。)，．『(石，；一戈))=

(1一t。)(Tx。：一茗。；，-『(茗。；一茗))+

(1一ti)(茗。；一以菇。；)，．『(戈。；一菇))≤

(1一t；)(石。；-f(菇。。)√(x。i一石))．

因此

(髫。；一以茗。；)，．『(石。。一菇))≤O，V菇∈F(T)(6)

取极限可得

<p一八p)，．『(p一菇))≤0，V x∈F(T) (7)

假设存在{菇，)的另一个子列{石。．}使得z。．一q，

则q也是r的不动点．由(7)得

(p一八p)，_『(p—g))≤0 (8)

同理可证

(菇。，-f(戈。，)，_『(戈。；一茗))≤o，V戈∈F(T)．

即

(髫。；一以髫，，)，_『(戈。，-p))≤O (9)

取极限得

(q一八q)，_『(q—P))≤0 (10)

将(8)与(10)相加得

(p—q+八P)一以q)，J(P—q))≤0．

由此可得

IIp—qll2≤(八p)一八q)，J(P—q))≤kllp—qll2．

即P=q．这就证明了{算。}强收敛于P∈，(T)，P也

是如下变分不等式的唯一解

(八P)一P，_『(，，一P))≤0，V，，∈F(T)．

定理证毕．

注2．1 如果r是自映象，那么可以去掉r

满足弱嵌入条件的假设．

注2．2定理2．1在下面几个方面改进了第

一节定理CLS．

(a)对空间：从q一一致光滑的Banach空间

到具有～致Gateaux可微范数的自反Banach空

间；

(b)对映象r：①从严格伪压缩到连续伪压

缩；②从自映象到非自映象；

(c)对映象，：从Lipschitz强伪压缩到有界

连续强伪压缩．

注2．3 我们在定理2．1中得到了映象矿不

动点的存在性代替了第一节定理CLS的假设存

在．

注2．4鉴于第一节定理x的空间框架是一

致光滑的Banach空间，其所讨论的非线性算子是

非扩张和压缩的，由此可见第一节定理x是本文

主要结果的一种特殊情况．
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On Continuous Pseudo—-contractions in the Frame Work of Reflexive Banach Spaces

SUN Li—juan

(Department of Computer Science，Kaifeng Institute of Education，Kaifeng 475000，China)

Abstract：An implicit viscosity iterative algorithm involving continuous strong psedu—contractions was consid-

ered in this paper．Strong convergence theorems of iterative sequences are established for continuous pseudo-

contractions which enjoy the weakly inward condition in the framework of reflexive Banach spaces based on it-

erative methods．It is proved that the fixed point is also a solution to some nonlinear variational inequality．The

results presented in this paper improve Moudafi’s viscosity iterative algorithm which involves contraction map-

pings．The framework is also extended from real Hilbert spaces to real reflexive Banach spaces．

Key words：Banach limit；nonexpansive mapping；pseudo—contraction；variational inequality
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