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饱和层状地基的瞬态动力响应分析
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摘要：在Biot饱和多孔介质理论的基础上，应用Laplace变换、Fourier级数展开和Hankel变换将波动

方程转化为一组二阶常微分方程；运用薄层法原理在竖向进行离散求解，得到饱和层状地基Lamb问题

的Laplace域内解答，并利用Laplace数值逆变换最终得到时域内的数值解答，最后，通过计算实例验证

了本文方法．
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0 引言

饱和土在我国东南沿海经济发达地区分布广

泛，内陆城市主要沿江河分布．由于饱和土是一种

流固耦合的两相介质，与单相介质相比，其波动问

题更为复杂．Biot⋯首先建立了饱和多孔介质的

波动方程，此后，众多学者对饱和土的Lamb问题

展开了广泛的研究．Philippacopoulos口1运用势函

数法研究了垂直集中荷载的饱和土Lamb问题；

王立忠等¨1采用积分变换法研究了饱和半空间

表面作用垂直集中力时的稳态解；文献[4—7]研

究了饱和土在稳态荷载下的Lamb问题；此外，蔡

袁强等旧1、张玉红等"1采用传递矩阵法分别研究

了轴对称和非轴对称荷载下饱和层状地基的动力

响应．上述成果仅研究了饱和地基的稳态动力响

应，对于饱和土的瞬态Lamb问题，周香莲等¨叫则

采用Laplace—Hankel变换技术分别研究了垂直

和水平集中荷载下饱和地基的瞬态动力响应，而

对饱和层状地基的瞬态响应问题尚未涉及．

笔者在前期研究的基础¨¨上针对饱和层状

地基的瞬态Lamb问题，采用薄层法进行求解，对

Biot波动方程进行Laplace变换、Fourier级数分解

和相应的变量代换，并进行Hankel变换，得到一

组常微分方程；然后采用类似于有限元的方法在

竖向进行离散求解，得到薄层法的基本方程，并对

方程进行求解，获得饱和层状地基Laplace域内

基本解答，并运用数值Laplace反变换得到时域

解答．通过计算实例，验证了本文算法，并给出了

不同覆盖层厚度的两层地基在水平荷载作用下地

面一点的瞬态动力响应．

1 饱和土基本动力方程

对饱和土Boit波动方程⋯进行时间t的La-

place变换，消去流体相对于土骨架的位移，可以

得到在柱坐标系下以孔压和土骨架位移为基本量

的方程为

M矿2圹睾号百auo"e卜川軎一
I ca删考+F，=一肌，
』p(矿2u一一菩；一三r旦0生0、]+(A+p)了1否0占石一(1)
l(a+卢)÷望00+凡=一舭。
卜矿2 u；+(A+肛)老一(a+JB)罢+t=一舭：

【p与rs V 2p+面1 m删8=o

式中：矿2=￡Or2+÷杀+专著+￡Oz2；s为Lapal-
ace变换参数；日=一s2(p+励，)；u；为土骨架位移
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(sb+Prs2In)，其中，b=711k。为黏性耦合系数，叩

为孔隙流体动力黏滞系数，k。为动力渗透系数；凡

为土体孔隙率；p。、p，分别为土骨架和孔隙流体的

密度；纵A为拉梅常数；a、M为Biot参数；p=ptn

+p。(1一rt)．

2饱和层状地基的薄层法解答

对于层状地基而言，采用薄层法进行求解，可

在一定程度上降低计算难度．薄层法属于一种半

解析方法，即对波动方程在竖向进行类似于有限元

法的离散，将土层划分为有限个薄层，如图1所示，

而在其余坐标方向(水平方向)进行解析求解．

：／／]V0 x(r) -I-_层i一1

：／l z＼ 土层r

土层f+I

圈1地基分层示意图

Fig．1 Sketch of layered ground

2．1 薄层法基本方程

对式(1)沿切向坐标0进行m阶Fourier级

数展开，只考虑其中任意第rrt项，并对(1)式的第

一行和第二行相加减或相减加后，并对第一、二、

三、四行沿轴向坐标r分别进行rn一1、m+1、m、，，l

阶Hankel变换，并进行相应的变量代换后可得：

rp(一k2D。+a2口。／Oz2)一'7砀。+日可。+P：+

∥(k2(L一移。)／2+I|}a五。IOz)=o

lp(一后2-m+a2矿。／dz2)+叩砀。+日■+尹：+

{，翟2@2哆一鼍m一’朋加o(2)
lp(一后2五。+a2五。／Oz2)一田面。／az+Hu。+

、。

I 尹。+∥(I|}(R—D。)／2+02五。／Oz2)=o

l卢(一后2五。+a2j。／az2)／p，s2+五。／M+
【 叩(后(K一刁。)／2+au。laz)=o

式中：“一”表示Hankel变换后的量；k为Hankel

变换参数；7／=t'v—B；I=A+It：

Im=J。u：一¨(打)dr；K=f。U2r]川(1|}r)dr；
瓦m
2

J。u一7，m(kr)dr；Pm 2 J。pmrJm(||}r)d r．

其中，u：=“。+“钿，畦=“。一u帅(正弦分解)，

或以=“。一配枷，吒=u。+Ⅱ撕(余弦分解)．J。为
第1类Bzssel函数．

对式(2)的第一、二行相加减，并进行代换

刁1．辨=(刁。+L)／2，砝=(D。一■)／2，从而可
得：

¨彳玩+等2--*卜觋+瓦=。

¨啦+等2--*M搿玩+蠡警】-

1肛卜k+争)+个iv后警+等)-。’
可印。／砸+吃+I挪=o

【暑(“以+等2-)+丸-g+叼(一是坛+警)=。
同样，对应力以及流量进行上述变换和变量

一1 au二
下m 2肛1■

r--2。=p(O—U2JOz+七瓦。)

孑。：一A|j}砣+(A+钆)警一面。
‘4’

_qzm=p旦fS2‘[监aZ协心2--】
对饱和层状地基在竖向进行类似于有限元法

的离散，将地基离散为rt。个水平薄层，层内位移

和孔压可采用线性插值．则第i层内土体位移

u二、眩、“。和孑L压P。可表示为：

u二=NUl。‘，u。=Nu：。‘

u二=NU2。P。=^IP。i

式中：D㈨、移：。。、五。i、j。i分别为第i薄层土相应结

点位移、孔压矢量；N=[1一手，亭]为层插值函数，

其中，手为广义坐标，对于第i层土，当毛≤：≤乞+。

时f=(z—zi)／(乞+。一毛)．

将式(5)代入式(3)的4个方程后可得残差，

令在层内及层面上加权残数为零，并注意到式

(4)中应力和流量的表示形式，最终可以得到薄

层法的基本方程：

(矗2A—I|}曰+C)U。=P。 (6)

式中：一U。、P一。分别为总体位移向量和荷载向量；k

为波数；A、曰、C为饱和地基的总体刚度矩阵，由

层刚度矩阵A。、曰。、C。集总得到，具体集总过程参

见文献[11]．

2．2薄层法基本方程的解答

式(6)是一个非齐次方程组。可采用特征值

法进行求解．对式(6)求特征值和特征矩阵，并考

虑到特征向量矩阵的正交性，最终可获得薄层法

基本方程的解答为：

万方数据



54 郑州大学学报(工学版)

如。科

嚷D。嚷
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k4,21；～D。《

吒巩蛾

印。矿

峨f～D。谚

谚D。谚

妒。衅

(7)

式中：D。=(1|}2，一f；)一1；D。=(七2J—f：；f。、f)为

对应的齐次方程的特征值矩阵；咖j、[咖：咖：咖；]1

为对应的特征向量矩阵．详细求解过程可参见文

献[11]．

2．3 饱和地基的位移、孔压Laplace域基本解

首先，考虑作用于薄层第．『个节点上的菇方

向的集中荷载F。(t)，假定该荷载为半径等于R

的盘状荷载，对荷载进行Laplace变换，并进行

Fourier级数分解和相应的变量代换，并令R_+0，

集中荷载最终可变换为：

p。，=[1 1 0 0]h；(s)8(z—z．『)／21r(8)

将式(8)带人式(7)中，再进行相应的变量代

换以及Hankel逆变换后，最终获得Laplaec域内

的位移和孔压的基本解答为：

障(。)：之学[咖。日以碗+鸱巩。锭]。。。口

{玩(。)：一乏学[毋，巩碗+嚷日船镌]sin(9)(9)
I．

⋯

旧(s)=E(s)哆日船旌icos(0)／2面

【多(s)=只(s)嘭日船截cos(O)／2订

舯：Hsl=diagH‰-I，2一虿i'ff拦掣)；‰=
一diag{寿+砑i'ff砰’(kRr)}；日船=m。日舵；
日u、日皿与H。。、H艘类似；七。和七。为特征向量．与

传递矩阵方法不同，柱坐标系下的位移和孔压解

答不需要进行数值Hankel逆变换，在一定程度上

提高了计算的效率．

对于其他荷载形式，采用同样的方法进行求

解，这里不再给出具体过程．

2．4饱和地基的位移、孔压时域解答

当给定集中荷载时，由式(7)可以给出La-

place域内饱和层状地基的位移、孔压基本解答．

为获得时域的解答，需要进行数值Laplace逆变

换，笔者采用Dubin方法进行Laplace数值逆变

换。从而保证了计算结果的精度．

3计算实例

算例1：为验证本文方法，将饱和介质中的解

退化到单相介质中，取P，=0，rt=0．其它参数取值

分另0为：肛=54．3 Mpa，泊松比t，=0．25，b=1e+

11，P。=1 800 kg／cm3．荷载为一作用于弹性半空

间表面的水平向集中荷载F=FoH(t)．计算结果

如图2所示．

从图2可以看出，本文的退化解答基本上能

够真实再现弹性介质中的波动，本文结果与文献

[12]的解答较为吻合，从而验证了本文结果．

图2水平荷载下弹性半空间表面竖向位移

Fig．2 Vertical displacement of elastic half—space surface

under horizontal load

算例2：采用本文算法对饱和两层地基的动

力响应问题进行分析，分上软下硬地基和上硬下

软地基两种情况进行计算．饱和土体相关计算参

数如表1所示．计算时分别计算不同覆盖层厚度

时距振源8 m处点位移时程，如图3所示．

表1饱和土相关计算参数

Tab．1 Material parameters of saturated soil

由图3可以看出，覆盖层厚度不同时，距振源

8 m远的饱和地基表面点的竖向位移时程曲线是

不同的；覆盖层厚度越小，表面位移受下层土的影

响也越大，受影响的时刻也越靠前．这主要是由于

交界面波阻抗的变化导致波从交界面反射回半空

间表面，从而对半空间表面点的振动产生影响．此

外，上软下硬地基和上硬下软地基地面点的位移

时程受下层土的影响大致相反，这与波在土层交

界面上的反射规律是相对应的．

k

k

k一凡己砟瓦瓢
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l／S

(b)上硬下软型

图3不同厚度覆盖层时饱和双层地基的无量纲位移H：

Fig．3 Non—dimensional displacment口：of two—layered

half—space for different thickness of coating

4 结论

针对饱和层状地基的瞬态动力响应问题，对

Biot波动方程进行对时间的Laplace变换，并进行

Fourer级数展开和Hankel变换，得到一组常微分

方程，运用薄层法原理在竖向进行离散求解，获得

了土骨架位移、孔压的基本解答；并通过Dubin数

值反Laplace变换得到问题的时域解答；最后通

过实例，验证了本文方法，并对不同覆盖层厚度的

上软下硬地基和上硬下软地基进行了计算分析．
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Analysis of Transient Response of Saturated Layered Half——space Soil

SHI Gan91”，GAO Guang—yun2，GUO Yuan—chen91

(1．School of Civil Engineering。Zhengzhou University，Zhengzhou 450001。China；2．Key Laboratory of Geotechnical and Un—

derground Engineering of Ministry of Education，Tongji University，Shanghai 200092，China)

Abstract：The transient response of saturated layered ground subjected to concentrated loads is investigated．

By using Laplace transform，Fourier series expansion and Hankel transform，the Biot’8 dynamic equations in

each layer are reduced into a series of ordinary differential equations，which can be solved by thin layered

method(TLM)．The general solutions for displacement and pore pressure in Laplace domain are derived by

analytical inversion of Hankel transform，and the solutions in time domain are obtained by numerical inverison

of Laplace transform．Finally，some examples are given to validate the method．

Key words：layered saturated half—space；transient response；thin layered method
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