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一种新的三维位势问题多极边界元离散方法

刘建平，陈一鸣，于春肖，白思林

(1．燕山大学理学院，河北秦皇岛066004；2河北科技师范学院数理系，河北秦皇岛066004)

摘 要：应用快速多极展开法将三维位势问题的边界方程离散．由于在边界方程基本解中，含有

奇异项1／r，影响了多极展开(FMM)的应用，笔者利用拉普拉斯变换，可以转换为指数形式序列．这

种方法避免了多极展开的奇异性，得到了新的离散解析式，为理论分析多极边界元提供了一种新的方

法．
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0 引言

快速多极展开法(FMM)是对求和项∑上的
‘21■

近似计算方法，计算精确程度和展开的指数项数

目密切相关．20世纪80年代后期，Greengard

等⋯提出一种快速多极展开法，基于球面谐函数

在空间中的多极展开，采用递归算法结构使计算

量级降为O(n)阶．FMM是用迭代法解决边界积

分方程，广泛的应用于线性弹性问题和流体力学．

近几年，国内学者对FMM的应用给予了积极的

关注．2002年，姚振汉教授课题组率先将泰勒级

数展开式用于二维线弹性问题边界元法中旧1，并

且不断在二维、三维问题中进行完善"“1．与此同

时，申光宪课题组将静电多极展开式用于三维线

弹性的边界积分方程"。．这两种方法有一个共同

的特点：离散之后的边界方程，都含有奇异项1／

r．为了克服上述的奇异性，笔者首先在快速多极

展开法的基础上，将三维位势问题的基本解分解，

然后用拉普拉斯(Laplace)变换，将奇异项1／r转

换为指数级数形式，因此在计算其偏导的时候不

出现奇异项．

1拉普拉斯变换

设八￡)定义在[0，+∞)，如果存在积分
．蕾

F(p)=I八f)e一一d￡，(p=孝+i'7) (1)
J 0

F(p)就是只￡)的拉普拉斯变换‘61．令厂(})=l，p

=r(r是实数)，则有

÷：p地=主咄wr J o 函。

式中：∞。是权系数．

2新的三维位势问题多极边界元离散

设控制方程为△2珏=O在Q内。基本边界条

件：“=五在厂t上；自然边界条件：g：嚣=弓在厂：
上．其中刀为边界，的外法矢，厂=厂。+厂：，字母

上方一杠表示已知．利用Green公式可得边界积

分方程‘71为

cⅡ(算)“‘(茗)=

J：M+(并，￡)g(，，)d厂一J：g。(x，)，)u(，，)d厂 (2)

其基本解为

“。2赤 (3)

g’=等=熹(寺) c4，g =—i一=i=I了一I Lq J
d珏 d乃、斗霄r，

式中：c。为边界形状系数，Jrl为表面边界．膏为源

点，，，为边界厂上任意一点．

r=I髫一，，I

疗为边界厂的外法矢．

若边界，上的单元坐标表示为：聋：(孝)=

∑菇“‘b‘(孝)，孝是单元的局部坐标，菇“是矗单元l
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节点的形函数，则对于等参元可以得到¨”1

u：[算(f)]=∑M：‘咖。(f) (5)

t：[石(f)]=∑fW(f) (6)

利用式(5)和(6)，在点茗9对式(2)数值积分得：

c‘u‘(茹9)=

一Z g‘[矿，y(孝5)Ⅳ咖2(手‘)．，[y(f’)Ⅳ

+∑“‘F，y(f’)"咖k‘)，[，，(手’)]∞2(7)
由(7)式可知，对每一个单元区域上的运算

∑咖。(f‘)，J，，(亭’)I甜’，在所有边界点对其积分

时是不变的，如果采用迭代的方法求解方程，M“

和g“在迭代前赋值，那么在每一步迭代中，乘积

项

∑uH咖‘(f’)．，I，，(f。)l∞‘

对各个单元是定值，同理乘积项

∑g材咖。(f‘)，I，，(f。)I∞’

也有同样的性质．此时若g。[髫9，，，(亭‘)]和

u’[∥，，，(f‘)]可以写成÷的函数，即

口m9，y(¨]=工(卅(÷)，

um4，y(¨]=五(卅(÷)．
则，式(7)可以用快速多极展开计算．实际上

M+=南=_cz，(÷)，
。 au’ a， 1 、
口2i 2磊I磊J 2

寺【a，(÷)n。+a：(÷)n：+a，(÷)n，】=

寺(aln。+a2n：怕¨(÷)=正(茗)(÷)
因此，式("可以写成为

，

c‘u‘(矿)=

一∑g’[矿，)，(f。)Ⅳ币‘(f)_，I，，(手1)I∞。

+∑u’F，，，(f’)矿咖。(f’)，l，，(f。)I∞。=

一渺(州(÷)u“咖。(洲I，，(¨㈨
+髟(矿?(÷)u“以鲫⋯¨h．(8)

从式(8)可以看到，我们得到含有奇异项上的离

散式。此时在对匕式右侧奇异项进行拉普拉斯变

换，得到新的离散式如下：

c““‘(并9)=

f

一∑埘。∑以(e1，)Ⅱ“咖。(f。)，[，，(手’)]山‘
一2U t，f，l

g

+∑埘。∑^(e。，)u“咖‰‘)，[，，(f’)Ⅳ=
d。U k．‘．1

一∑埘以(e“，)u“币沁‘)儿y(f‘)Ⅳ
^t1．●t覃

‘+∑埘。(e。，)址射咖‘(手‘)几，(f‘)Ⅳ(9)
‘．f．●。F

3 结论

从(9)式可以看出对边界积分方程(2)进

行了离散处理，将其转换为指数级数形式，消除
1

了奇异项二的影响．如何处理奇异项是边界元方
r

法中很重要的一个问题，笔者在理论上为处理多

极边界元的奇异性，提供了一种新的离散处理方

法．
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Treatment of Vehicle Load and Axle Load Model
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Abstract：Base on analysis of axle load model of vehicle，coe佑cient of l呸le load application is set up by this

re8earch，the coneept has ability what illustrate af纯ct of mechanics and characteristic of tramc more clearly；

the data of loll叮’s axle load as sample，and statistic as tool，the new model of axle load is set up by the paper

too． It is shown that weather nomal or heavy trafnc， loITy ‘s axle load of singIe wheel which single axle，

double wheels which single axle，double axle8 and tri—a)【les styles under loading and unloading get close to

Gauss’ Distribution． Axle stlllcture，loading and unloading of vehicle are parameters of the model．The model

has advantages what distuI．b of vehicle style is avoided，t11e calculation’s enDr which caused by the difkrence

between theory load axle and actual load axle is avoided too，at tlle same time，it make investigation of traffic

easy，estimation of road more well and usage in engineering conVenient．

Key words：coemcient of axle load application axle load model Gauss’Di8tribution axle strllcture loading ve—

hicle unloading vehicle
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A New Kind of Discrete Method with FM．BEM about 3D Potential Problem

LIU Jian—ping，CHEN Yi—ming，YU Chun—xiao，BAI Si·lin
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Abstract：By applying fast multipole expansion，the boundary integral equation about 3D potential problem i8

made discI|ete． In boundar)7，because basic solutions contain singular te咖，which innuences the application

of multipole expansion metIlod，but by Laplace transformation it can be reduced to exponential series． Then

this method avoids the originaLity of FMM，gets the new discrete equality and proVides a new method for theo’

ry analysis of FMM．

Key words：fast multipole expansion；Laplace transf0咖ation；potential problem；basic solution
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