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Jennings复合序列的一些补注
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摘 要：引入了一组向量，用真值描述的方法对Jennings复合序列的定义进行了新的推导，并对该序列

的有关周期、线性复杂度的定理的证明作了简化和补充．为了度量序列的稳定性，引入了重量复杂度

WC。(Ⅱ。)，给出了它的1一重量复杂度和2一重量复杂度下限；当1=k<m时，下限为(2“一1)(24—1)
I

—n(m+1)；当2曼k<m时，下限为(2“一1)(2“一1)一n∑c：；当％=m时，下限为(2“一1)(2“一1)
i=0

一n(2”一1)．分析了该序列线性复杂度的稳定性．
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0 引言

线性复杂度是衡量密钥流序列稳定性的指标

之一．一般而言，其数值越大，对应的序列密码性

能越好，但在实际应用上，我们希望线性复杂度大

且易于控制．Jennings给出控制线性复杂度的方

法，他把得到的序列称作Jennings复合序列．本文

对Jennings复合序列⋯的定义、周期、线性复杂

度有关定理进一步作了简化证明的补充．并给出

了它的1，2一重量复杂度嵋1下界．

1 Jennings复合序列的结构

设GF(2)上的m级m序列a。的模型为

LFSRl，其状态为Ai，i=0～m一1，极小多项式为

八茗)；GF(2)上的n级m序列b。的模型为

LFSR2，其状态为B，，J=0一凡一1，极小多项式为

g(戈)．设2“一1<n，gcd(m，n)=1．选择k∈Z+，

1 s k s m；下i E Z+，i=0，1，⋯，k—l，使0=ro

<rI <r2<⋯ <rI一1 <m·

弓I理1 对V茗∈0～2“一1，菇∈Z+；GF(2)8

表示二次元域上的n维向量空间，则有二进制表

示z=石1·2“一1+石2·2“一2+⋯+x。．从而{0，1，⋯，

24—1}．与向量x=(并。，茗：，⋯，戈。)∈GF(2)“存

在一一对应关系．

因此，Ⅳ(f)=Ao(t)+A，l(t)·2+⋯+

A砧l(t)·2“1=aI+椰+aⅢt‘2+⋯+aI+r¨。2“1．

N(t)E{0，1，⋯2‘一1}与向量a=(a。柏，a。．，

⋯，a。。)对应．分两种情形：

k<m，选单射y：{0，1，⋯2‘一1}一{0，1，⋯n一

1}；

k=，孔，选y：{1，2，⋯2“一1}_+{0，1，⋯n一1}．

定义1 将以上两条序列a”，b。复合得u。：

“，=B7(Ⅳ(。))(t)．

因Bj(t)=Bo(t+_『)=b。。，故u。=b。+7(Ⅳ(1))．设k

<m，{A(j)歹=0，⋯，2‘一1}为{0，⋯，k一1}的

幂集．A(_『)以Hamming重量排列：A(0)=彩，A(2‘

一1)={0，1，⋯，k一1}，若i<_『，贝ⅡI A(i)l<

A(_『)I．定义：

Pj(t)=H at+rt(．『=0，1，⋯，2‘一1)．
1 E^‘J)

引理2 GF(2)上n级m序列t”的r个平移

序列t7，任取r个m；属于GF(2)，则∑m；t?为0
‘2l

序列或t。的一个平移序列．
2k—l

定理1 若|j}<m，则u。=∑Pj(t)b叶．其中
J="

／

(％，⋯，口2‰)取决于(v(o)，⋯，y(2‘一1))，且2‘

个序列6：=boib州⋯(．『=0～2‘一1)在GF(2)

上线性独立．

证Ⅳ(￡)与a=(口。。，口。l，．一，n。。)对

应。故取向量一组特值，其余由它线性表出．向量

中1对应的序号在A(_『)中时，令N(t)=P(J)．于
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是有以下对应：

(口m。 nml
⋯

(0 0 ⋯

(1 0 ⋯

(0 1 ⋯

(0 0

(1 1

Ⅳ(t)_+H。

6HP。

b。+，。

6f+p2

1) b帅。

1) b。，：。一

于是，我们得到

／／,t=b¨7(_lv(I))

=(1+o。)。(1+口。+，，)⋯(1+口。+，。一。)’6；+，。

+口，(1+口。，1)⋯(1+口。．，。一。)。b。p，

+⋯+口I。oHrl⋯o¨．rI—i。bH．pI

+口I’oH．fl⋯口HfI—l。b”p2I—l

={Po(t)+Pl(t)+⋯+P2㈠(t)}b帅。

+{Pl(t)+P2(t)+⋯+P2t一1(t)}b。+，，+⋯

+P2¨(t)b帅2¨

=∑{1-I％，。IL(1+％，。)}b帅∽
，=0 f E^(J) eE^(，)

2k一1

=∑{∑兀％，，}b帅∽
J=u ^‘Ij』^【J)lEAtJJ

2^一1

=∑{∑Pi(￡)}6l+p“，
J=0 ^¨j i^‘，)

2k一1

=∑Pi(f)(∑b帅㈤)． (1)

进一步地，我们又得到{ ∑b。竹忙。∥一。}与
^【J J量^‘‘J

{b。『I’『=0—2‘一1}对应矩阵的行列式非零．故

矩阵可逆，故对应的变换可逆．由引理2，{b。√J

二0～2‘一1}在GF(2)上线性独立，故

{ ∑b。一忙。∥一。}在GF上线性独立．

m，定义多项式F，(菇)= Ⅱ (戈+a‘)．由于“，

1s”Ⅳ(i)≤3

a2，⋯，a2“1为以z)在GF(2“)上互异的单根，所

以F，(茗)为GF(2)上的多项式．下证F，(菇)的次

数为：∑c：．考虑分裂域Kh’上的分圆多项

式‘“．令E‘“’={亭I f“=1，f∈K‘“’}=(亭)．f5

为n次本原单位根，则有n次本原多项式：

Q。(彤)=兀(算一亭5)，其中ged(s，n)=1(2)

根据前馈序列的知识有

Q，={q 1≤q茎2“一1，埘H(q)s r}(3)

其中I Q，I i∑c：．Q，是rood(2“一1)的若干分

圆陪集的并集．a为“茗)在GF(2“)上的本原根，

所以F，(戈)的表达式就是分圆多项式，故Q。={i

1 s i s 2“一1，1．OH(i)≤s}，其中I Q。I=

∑戗．Q，是mod(2“一1)的若干分圆陪集的并

集，而所有分圆陪集含有无素的个数恰好就是分

圆多项式的次数．所以deg(F，(戈))=∑吃．记

F(戈)=(髫+1)兀(并+a‘)=n(石+

1≤”Ⅳ(i)蔓I O蔓wH(i)蔓^

口‘)．因1，a，a2，⋯，口2“1为F(菇)互异的单根，1，

卢，卢2，⋯，62“1为g(戈)互异的单根，所以有

tt(石)一0。照i一县(1+嘉) (4)
董--．2“一1 J

2u 一，

0量”H(I)茎I

为cr(2)上的多项式．

引理4 GF(q)上一周期序列s。，GF(g)上

的多项式以并)有m个单根{戈1'．一，戈。}，其中八0)

2 Jennings复合序列的周期及线性复杂度 =1．若s。=∑6；省；一“(凡=o，1，2，⋯)，则某个戈i

定义2 设c是代数封闭域¨1，K，E，F均是c

的子域，Kc E n F，E和F在K上线性无缘指E的

每个集合若在K上线性无关，则在F也线性无关．

引理3 E的子集x在c的某个子域上线性

无关e,X的每个有限子集在此子域上线性无关．

可见，若K c E，则E和K在K上线性无缘．

设八省)在CF(2“)一根为d，g(算)在GF(2“)
m一1

一根为卢，则有八菇)=n(髫+a2‘)，g(石)=
‘=0

n—l

兀(戈+∥)．彬．．：，(i)为i的汉明重量．对1 s s s

是s。的极小多项式的根甘6i≠0．

引理5 N：2‘个序列㈨6；=6。『6州⋯(．『=0，
n一1

1，⋯2‘一1)．令爵=∥，则①‰=∑彭2r矿‘；
②{孝，I．『=0～2‘一1}在GF(2)线性无关；③满

足(1)，(2)的{亭i J=0～2‘一1}唯一．

定理2若lj}<m，则在GF(2”)上存在唯一

的一组元素{_，7ii}，使得
n一1

u。=∑∑h}(ai∥)‘ (5)
0曼i蔓2“一l J。u

0s"Ⅳ(I)5^

)、，、，、，

o

0

0

0

下+Io
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对V(i，J)，叼i≠O甘{Pj(t)I，=0，1，2，⋯，2‘一

1}中至少有一函数，其0t‘的多项式表示中0t“的

系数非零．
2^一1 n一1

证／／,。=∑Pj(t)6叶，b铲=∑彭2r卢2“‘，再由

Pi(t)的表达式可得定理中的式子．其中玑=
2k—．1

∑蛾∥，盈是P，(f)作为O／‘的多项式时a“的系

数·由于日o)=。职．职(1+寿)为GF(2)1 2m 1 u!i! 一J。 “尸

15wH(i1≤k

上的多项式，根据引理4，要在GF(2”)上存在一

组元素叼¨使它对应的序列为

u。= ∑∑h}(ai矿)‘． (6)

11wH(i11‘

H(龙)为M。的特征多项式，为极小多项式等价于

77i≠0．H(戈)的根是F(戈)与g(茗)根的乘积，故

aLfl巧是日(石)的根甘叼。≠0．①6。属于GF(2”)；

②{舅I z=0～2‘一1}在GF(2”)上线性无关，

所以{瓯l z=0～2‘一1}不全为零甘叼。，≠0．

定理3 复合序列U。的极小多项式h(髫)满

足①若1=k<m，则h(菇)=H(石)，其次数为

n(m+1)，②若2≤k<m且(下o，下1’．一，下㈧)之

间等距，则^(菇)=日(戈)，其次数为凡(∑C：)．

证①因P。(f)=o；=∑Ot2“‘，故对V i=2 7，

r∈{(0～m一1)}，有a“的系数非零，故叩：q≠

0，从而h(茗)=日(z)，故deg(h(菇))=

deg(H(戈))．又①F(茗)，g(石)的根全为单根，

②F(x)，g(菇)根的乘积互不相同，故deg(／／(2；))

=deg(F(龙))X deg(g(戈))=n(c：+c：)=

n(m+1)，③设2≤k<in，丁1=d，下2=2d，⋯，

下㈧=(k一1)d．下证71ii≠0．选择Pz(t)=

ata¨d⋯a。f，I)d，令i=2。+2‘2+⋯+2“，其中2冬

s≤k，0兰il<⋯<i；曼m一1．故Pf(￡)=

∑∑⋯∑OtUOl“．其中，u=214+2乜24+⋯+

2k1‘”1Ⅻ，彬=2m+2d+⋯+2。1．来证对于埘=

i=21+2吨+⋯+2“，a⋯的系数非零．事实上d“

的系数为：

l 1 ⋯ 1

f(dd2。) (a以4) ⋯ (d啦。)I

f(a以q)2 (a以鬯)2 ⋯ (a出b)2

； ； 。． ；

I(dd2”)卜1 (a以哩)卜1 ⋯ (a以b)卜1

记该行列式为△，则△=n{(a4)2“一(Otd)2。}．

又Ot。，(d。)2，⋯，(a4)2“两两互异，故△≠0．故

h(戈)=H(戈)是极小多项式，从而

deg(^(戈))=deg(H(x))=n×∑c：．
定理4 设Jennings复合序列的最小周期为

Ⅳ，则N=(2“一1)(2“一1)．

证 由M。表达式，则N整除(2“一1)(2“一

1)，从而N≤(2“一1)(2“一1)．邮是h(z)一根，

O(qp)=(2“一1)(2“一1)，所以N≥(2“一1)(2
4

—1)，由此定理成立．

定理5 若k=m，则Jennings复合序列的线

性复杂度为L(M。)=deg(M。)=n(2“一1)．

证L(u。)=deg(u。)=凡x∑c：=n(2“一1)．

3 Jennings复合序列的1一重量复杂度下界

定理6 设Jennings复合序列的极小多项式

的次数为deg(／／,。)，它的最小周期为Ⅳ，则

Jennings复合序列的1一重量复杂度下界为

WCl(u。)≥N—deg(“。)．

当1=k<m时，WC，(M。)≥(2“一1)(2“一1)

一n(m+1)；当2曼k<m时，WC．(u。)≥(2“一

1)(24—1)一凡∑C：；当k=m时，WC。(“。)≥

(2“一1)(2“一1)一n(2“一1)．

证 设W。时周期为Ⅳ的二元序列，其既约式为

删。=手；复合序列“。的既约式为“。=7n u，这里工=

h(x)=H(x)为u”的极小多项式．根据定义[3]有

喝一2吲m—in deg{磊i葱．r(1-xN)N 1 卜
0曼i蔓一

gcdLl一菇。z+————了——一J

设^(戈)：gcd(1一戈N，茗i+丛与盟)，则^(戈)

整除1一戈--v；^(x)整除xt+!攀．因工(茗)不
可约，若h(并)不为丘(省)的因式，则h(z)整除

!攀，从而^(戈)整除并i，这与^(z)整除1一
省“矛盾，所以h(菇)=1或h(石)=正(戈)．故

WC,(u。)>。篡是。deg{焉卜
定理7 Jennings复合序列的2一重量复杂度

为WC：(“。)≥N—G—deg(M。)，其中G为Ⅳ的
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最大真因子．当1=k<m时，WC：(M。)≥(2“一

1)(2“一1)一G—n(m+1)；当2 s k<m时，

WC：(¨。)≥(2”一1)(2“一1)一G—n∑C：；当

k=m时，WC：(1．t。)≥(2“一1)(2“一1)一G—

n(2“一1)．

冤‘+√证埘Ⅵ，=篙=警=篙雨
=六r_yc'G_gcd(j-i,N)．r。=等以=等．
由周期定义知Z整除1+z“Z不整除1+戈6，所

以工整除工．设矗(戈)为g。d(L，，。+孥)的一不
可约因子，则h(戈)整除无(戈)；h(z)整除L+

譬．若m)≠胁M⋯菇)整除譬，所以
h(z)整除乙(戈)．又因gcd(r。以)=1，所以h(x)

：1且gcd(L，r。+学)为五(石)的整数幂．因
gcd(戈“，Nx肛1)=1，故1一并Ⅳ无重因子，进而

L(x)也无重因子，所以gcd(尢，r。+等)=
正(省)．

鸭(n。)-。纂是。deg{面面皇丢丽}-㈣ra—in，deg{赢}-吲m卅in。aes赫}

≥Ⅳ一G—deg(H”)．

4 结束语

我们得到的Jennings复合序列的周期是指数

级¨1的，这就使得该序列很难预测，从而安全性

能好．另一方面，Jennings复合序列的线性复杂度

的数值也是较高的，但这并不能说明序列就不易

猜测．我们往往在改变序列的几个比特时，其线性

复杂度变动很大，序列不稳定．我们又求得了它的

1一重量复杂度和2一重量复杂度的下界，从结果

来看，序列有很好的稳定性，可见Jennings复合序

列有较强的密码学意义．
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Some Annotations about the Multipled Jennings Sequences

WANG Jin—ling，LEI Yu—yin，YANG Na，WANG Jing

(Department of Mathematics，Zhengzhou University，Zhengzhou 450001，China)

Abstract：The paper presents a series of vectors，discusses the definitions about the multipled Jennings se-

quenees by giving the values to the vectors． Some reductions and complementaries on the period and the linear

complexity of the proofs of the theory are also given．In order to measure the stability of the sequence，this pa—

per introduces the weighty complexity WCI(“。)and gets the lower limit when k is one and two，which is(2“
k

一1)(2“一1)一n(m+1)when 1=k<，n；(2“一1)(2“一1)一n∑c二when 2曼k<m；(2“一1)(2“一1)一凡
l oU

(2“一1)when k=m．The case is the same when k is two．The stability of the linear complexity of the se—

quences is analysised．

Key words：period；linear complexity；lexity；characteristic polynomial；muhipled sequence；weight com-

plexity
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