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一种计入剪力滞及剪切变形效应的箱梁

自振频率计算方法

张永健，黄平明

(长安大学桥梁与隧道陕西省重点实验室，陕西西安710064)

摘要：由于剪力滞效应及剪切变形的存在。箱梁的弯曲振动频率按照初等粱理论计算往往存在较大

的误差．综合考虑箱梁的剪切变形及剪力滞效应。利用能量变分原理分析简支簌梁的自由振动，推导出

考虑剪力滞效应及剪切变形的简支箱梁的各阶自振频率的解析解，较以前只能计算振动基频有所推广．

验证算例计算表明本文方法理论推导正确，计算精度较初等粱理论大大提高．最后对剪力滞效应及剪切

变形对箱形梁自振特性的影响进行了讨论，发现考虑剪力滞效应以及考虑剪切变形均使简支箱梁的振

动基频降低，且对于箱梁的高阶振动频率降低程度尤为明显；而箱梁的宽跨比是影响其降低程度的最重

要因素．
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O 引言

箱形截面以其自重小、抗弯、抗扭性能好和跨

越能力强等特点在土木工程尤其是桥梁上得到大

量的运用．按照初等梁理论，受横向荷载作用的箱

梁，通常假定箱梁顶底板的纵向正应力沿顶底板

宽度方向为均匀分布，但该假定对于具有较宽的

翼缘板的箱梁会带来很大的误差．由于箱梁顶底

板的剪切变形使得其横截面上的纵向正应力分布

并不均匀，而这种现象称为剪力滞效应．最早涉入

剪力滞研究的是Von Karman(1923)，后来Reiss-

ner⋯第一次成功地运用能量变分法分析了双对

称矩形箱梁的剪力滞问题．他假定翼板的纵向位

移沿横向按二次抛物线分布，获得了应力和挠度

的闭合解．其后国内学者郭金琼教授等悼。在Re-

issner微分方程的基础上，将翼板纵向位移沿横

向分布函数修改为3次抛物线，并用模型和数值

分析加以验证．文献[3—6]推广和发展了剪力滞

剪力滞的理论分析方法．但对于剪力滞效应的研

究也基本上集于静力分析，对于考虑箱梁剪力滞

影响箱梁的动力分析方面研究的论文很少，箱梁

的动力计算也一般以有限元为主．文献[7]分析

推导了箱形截面梁的弯曲振动方程及其自然边界

条件，作为特例利用MATLAB软件对一简支箱梁

的固有频率方程进行了求解，精度较高但计算过

程较麻烦，实用上不方便．文献[8]通过假定纵向

最大位移差函数的分布导出了简支箱梁的振动基

频的解析解，并用数值方法进行了验证．其公式简

单，计算方便，但由于未考虑箱梁的剪切变形，计

算结果仍存在一定的误差，且其只能计算箱梁自

振的基频，没有给出高阶频率计算公式．所以本文

同时考虑了剪力滞及剪切变形的影响，推导能同

时计人剪力滞及剪切变形影响的简支箱梁自振各

阶频率的解析解，是对文献[8]的推广，而文献

[8]鄢相当予本文不考虑剪切影响且取振动阶次

n=1的特例．

1基本假定与位移函数

1，1基本假定

参照文献[8]，对于箱梁的在弯曲振动时候

的基本假定有：

(1)如图1所示，箱梁在对称挠曲时上下翼
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板的纵向(轴方向)变形不符合平截面假定．假定

上下翼板的纵向位移沿翼板横向(轴方向)为3

次抛物线分布．

(2)腹板的纵向位移符合平截面假定．

(3)忽略翼板纵向纤维问的竖向及横向挤压

变形，忽略翼板平面外的剪应变，即，占，=g：=0，

r。=r，：=0．

图1箱梁截面

Fig．1 Cross—section of box girder

1．2位移函数

根据基本假定，箱梁在弯曲变形时，翼板已不

符合平截面假定。所以位移函数包括梁的竖向z

轴方向)位移W=W(菇，t)和翼板的纵向位移函数

u=M(戈，Y，￡)，即位移函数可取为

加：埘(萍，幻
(1)

巾m归九i{掣d掣x+[t一吾卜叫(2)L D J

式中：u(石，Y，t)为箱梁的纵向位移；u(戈，t)为剪切

转角的最大差值；b为箱室净宽的一半；h。为截面

形心到上或下板的距离．

由文献[8]可知，u(并，t)沿箱梁轴线分布取余

弦函数可得到良好的近似，现沿向纵仍用余弦函数

进行近似替代．但考虑箱梁的多阶弯曲振动，取

巾，牡uocos(半)siIl(tot+9) (3)

考虑到箱梁在振动过程中会发生剪切变形，梁

的基本振动方程须用截面形心轴的挠度W和截面

转角0两个变量来表示．图2是梁微元变形图，由

于考虑剪切变形y的影响，梁截面的转角0与挠度

曲线倾角竽不再相等，它们之间的关系为

7=_Ow一0 (4)7 2_一 L斗，

与初等梁的振动分析方法相同，对于箱梁的

竖向位移W及梁截面的转角0取沿纵向分别成正

弦函数以及余弦函数分布，即

毗∽～0sin(罕卜(⋯妒) (5)

吣∽=Oocos(罕)siIl(tot+cp) (6)

将式(3)、式(5)代入式(2)，得箱梁的纵向位

移函数为

“c戈肌t，=^e W丁n,frcos(孚)+[·一吾]叩。s(孚))
×sin(tot+妒)

(7)

图2箱梁的剪切变形

Fig．2 Shear deformation of cross—section of box girder

2箱梁的应变能及动能

2．1箱梁的应变能

箱梁的应变能主要包括箱梁梁肋的弯曲应变

能、箱梁的竖向剪切应变能以及箱梁上下翼板由

剪力滞效应产生的应变能．

其中箱梁梁肋弯曲应变能为

u—lz，fEI(等)‘dz (8)

将式(6)代人式(8)积分，可得

u。：兰2宁2El“2 sin2(∞￡+妒) (9)“l 2—矿 L∞‘+妒J oy)

式中：，。为箱梁肋板对截面形心惯性距．

箱梁竖向剪切应变能为

以=爿警(暑)2

=爿坐(7抛xk 0一p卜 (10)
2 J ＼ ”／⋯

”⋯

式中：k为箱形截面的剪切系数．

将式(5)、式(6)代入式(10)积分可得吣型铲sin2(引9)⋯)
箱梁上、下翼板由剪力滞产生的应变能为

U，=J=j[8E占dsdy+J二．【7Gydydy (12)

根据基本假定(3)，只有应变s，，r，；不为0，且
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卜=瓦Ou=吨W丁n2,IT2sin(罕)+(-一吾)
{ 孙竿sin(丁n"ITX)】siIl㈨训

【ryx=面Ou=九。菩咿s、nq硝'fxI in(⋯妒)

9GI，M0 n27r2GAw： n'trGAw000 GAl8：+—互石i丁一+———ir一———l五F——一+—石
(13)一pTAlw20w2 1 (20)

4 ，
、⋯

”(≥2 2产EI“2+未n3,1v3E‰“。
+葡9 n2盯2弘M。2+嘉弘u：z)sin2(埘t
+妒) (14)

式中：L为箱梁顶底板对截面形心惯性距．

箱梁总应变能即为以上3部分之和，即

U=U1+U2+U3

，昂2耵2EIe： 3n3耵3EI弱nHn
2

I—可一+——矛—一
9n2竹2EI,u：9Gl,u20l 112竹2GAw：n,rrGAw000
561 。20b2 。4kl 2k

+百GAl020)·sin2(ojt+) (15)

式中：，为箱梁截面抗弯惯性距，，=‘+，。．

2．2 箱梁的动能

考虑到箱梁中竖向振动的主导地位，结构的

总动能丁可表示为

式(15)对变量W。，U。进行变分，可得

8H≮OH。a¨象¨一OH。60u 00”o(21)抛o” o” o”

、 ’

所以有

OH 。
——=U
OWo

—OH：0 (22)
8珏o

OH 一

——=0
apo

["4pAt0213k一4n2仃2GAI 一3n3丌3El，k 4nTrGAl2]

M 2 35n31r3Eb2 30n27r2Elb2+84Gf3 0

L
—f,Anlrl 0 n2仃2Elk+GAl2J

∞=(1一a，--Ot2’√n匝z。而4El(24)
r=÷j：2p。f。、(oaw。，l 2dAd戈(16)式中：，孔2

将式(5)代人式(11)积分可得
a1
2

r=丢甲A训。2∞2 zCOS2(∞￡+

3 箱梁各阶弯曲振动频率

在弹性小变形前提下，箱梁结构自由振动时

无外力作用，所以无外力势能，即有Hamilton原

理的变分形式
一2

6I(u—T)dt=0 (18)
J
rl

式中：u，r分别为振动引起的应变能和动能．

对式(13)在0到塑内积分可得

40+

pA；

35nl

448 2

石丽％凡
(25)

a．=_—}一 (26)

1+百n,矛'／1-叩。I l

式中：挖，=每兆=詈兆=去热=等=

÷(÷)2；r=√子为横截面的回转半径．
对比文献[8]，可知a，即为考虑剪力滞效应

振动频率的降低值，瑾：即为考虑剪切变形带来的

振动频率降低值．而文献[8]即为本文不考虑剪

切影响(a，=1)且取振动阶次n=1的特例．

(19) 4 算例

日=丢(挈+半3 3 +—2矿2,,I
2

对于一简支箱形截面梁，其几何参数及材料

参数为：￡。=0．4 m，t。=0．25 m，t6=0．25 m，b=

2．75 m，E=3．5×104 MPa，h=3 m，A=

O=Ho。11￡d、Jr
—U，L

纽∞

o

6

中式
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6．525 m2，P=2 500 kg／m3，G／E=0．43．一般梁

理论(按照杆系结构计算)、本文方法(考虑剪力

滞效应)及有限元计算结果对比见表1，其中有限

元结果是将箱梁采用8节点实体单元进行网格划

分，在通用有限元程亭中进行计算，由于采溺实体

单元进行三维分析，程序可自动计入剪力滞效应．

从表1的计算结采可以看出：根据作者摊导公式

计算的箱梁各阶自振频率与精确解(有限元结

果)非常接近，说明作者的计算方法的正确性和

可纛性。蠡j予公式推导过程中圈时考虑了箱粱的

剪力滞效应与箱梁的剪切变形，因而相对于只考

虑剪力滞计的算精度有较大的提高，且低阶振动

频率精度较高，随着振动频率的增加，精度逐步下

降．又由于宽箱梁的横向抗畸变刚度较小，导致现

是部振动阶次提前，困两整体的竖向弯魏裹阶振

动没有出现．

表1麓支箱粱嚣有频寨

Tab．1 Natural vibration characteristics of

simply supported box girder

梁长
跨宽比诗算方法

，m I／2b

振动频率甜／(rad·s。)

一阶 二阶 三阶

说明：表中“一”为有限7￡计算中没套出现明显懿捃瘟羧

次的整体振动

5 结论

(1)推导了同时考虑势力滞效应及剪切变形

的筒支箱梁的自由振动各阶频率计算公式，碍到

了闭合解，算例计算表明其汁算精度较好．

(2)相对于不考虑剪力滞(一般梁理论)或者

只考虑剪力滞雎]，本文计算结果精度有了显著提

高，且该公式不仅能计算振动基频，氇可以计算任

意高次振动频率．

(3)相对于不考虑剪力滞效应，考虑剪力滞

效应后箱梁的自振基频降低，且降低仅。倍．考虑

剪切变形詹箱梁的宣振基频也降低且降低程：倍，

并且随着计算频率阶次的升高，考虑剪力滞效应

以及考虑剪切变形带来的频率降低程度也越大，

鄹在计算高阶频率时，更需要考虑剪力滞效应及

剪切变形带来的影响．

(4)从式(25)a，表达式可以知：箱梁的顶底

板占的比重(i／I)越大频率降低越多；而箱梁的

跨宽比(1／2b)越小频率降低的也越多．从式(26)

氇，表达可以知：箱形截面的剪翅系数越大，频率

降低的越多；跨高比(1／r)越小，频率降低的也越

多。

(5)文中推导的公式虽然可以计算高阶振动

频率，但精度随着阶次的增加而降低，且在箱梁的

振动中又有局部振动的参与，高除的整体弯蓝振

动不一定出现，而对于箱梁局部振动的计算有待

予迸一步研究。
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A New Method to Calculate the Natural Frequencies of Simply Supported Box Girder

Including the Effect of Shear Lag and Shear Deformation

ZHANG Yong—jian，HUANG Ping—ming

(Key Laboratory for Bridge and Tunnel of Shaanxi Province，Chang矗n University．Xi’aN 7 1 0064，China)

Abstract：The vibration frequency of box gird is usually calculated by the elementary beam theory，but it will

lcad to a large error because of the existence of shear lag effect and shear deformation．Based on energy varia—

tional principle，this paper proposes a new method to calculate the vibration of simply supported box gird，

which includes the effect of shear lag and shear deformation，and the closed—form solutions to the natural fre—

quencies are derived．It extends the usage of the methods of the past．Numerical examples show the analysis is

feasible and the precision is improved greatly compared with the elementary beam theory。Finally，the effect of

shear lag and shear deformation to the vibration of box girder is discussed．It is found that the natural ffequen—

cies of simply supported box girder decreases when the effects of shear lag or shear deformation is taken into

account，especially in the high order frequencies’calculation，and the decrease is closely related
to the width

span ratio of the box gird．

Key words：shear lag；shear deformation；simply supported box gird；natural frequencies；variational principle
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Study on Nonlinear PID Controller for TCSC in Multi—Machine System

WANG Ke—wenl，ZHU Yong—shen91，DONG Yan2

(1．School of Electrical Engineering，Zhengzhou University，Zhengzhou 450001，China；2．School of Electric and Information

Engineering，Zhongyuan Institute of Technology，Zhengzhou 450007，China)

Abstract：TCSC impedance control is the foundation of other control functions of the TCSC，and the system

layer controller can show exactly the change of the objective parameters based on the given control schemes．

This paper takes the advantage of both nonlinear and PID controller and designs a compositive controller using

the nonlinear controller in the system layer and the PID controller in the middle layer．It uses the 10cal infor—

mation and is not dependent on the system’S accurate model and parameters．The Matlab／Simulink software is

used to build the detailed model of the TCSC and the two—area four—machine TCSC system。The simulation re—

suhs indicate the good performance of the TCSC controller on power systems．

Key words：multi—machine system；TCSC；nonlinear；PID
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