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功能梯度板条Ⅲ型裂纹问题研究
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摘　要：现存文献关于梯度材料断裂问题的研究大都是假设材料性质为坐标的指数函数或幂函数�而
对其它函数形式较少采用．作者假设功能梯度材料剪切模量的倒数为坐标的线性函数�而泊松比为常
量�研究功能梯度板条的反平面裂纹问题．利用 Fourier积分变换技术和传递矩阵法将混合边值问题化为
一对奇异积分方程�通过数值求解奇异积分方程获得板条裂纹在反平面载荷作用下的应力强度因子�并
讨论了裂纹相对尺寸以及材料非均匀性对应力强度因子的影响．
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0　引言
功能梯度材料一般有两种材料复合而成�并

且材料组分在一定的空间上连续变化的一种复合

材料．由于这类材料的力学和热学参数连续变化
没有突变�因而可以大大缓解应力集中．对于功能
梯度材料�目前有相当多的研究者进行关于材料
的不均匀性对各种失效机理影响的研究．然而由
于其组分在空间连续变化�即其材料参数在空间
上按一定的规律变化�使得该种材料的力学分析
相当复杂．Eischen［1］研究了非均匀弹性性质对裂
纹尖端应力场的影响�研究结果表明对于物性参
数连续变化的非均匀材料的裂纹尖端奇异场具有

和均匀材料相同的奇异性．Hu［2］和 Jin 等［3］分别
研究了材料剪切模量为指数函数分布时反平面裂

纹问题．Li ［4］则研究了材料剪切模量为幂函数形
式时�功能梯度板条中的反平面裂纹问题．目前有
关功能梯度断裂研究的论文大都假设材料常数的

梯度按指数函数或幂函数分布�对于其他函数形
式则很少研究�但事实上功能梯度材料的物性参
数变化形式可以为任意函数形式�因此有必要研
究其他函数形式的功能梯度材料的断裂特性．

作者研究剪切模量的倒数为线性函数分布�
而泊松比为常数的功能梯度板条Ⅲ型裂纹问题．
采用积分变换�将混合边值问题转化为一对奇异

积分方程．通过数值求解奇异积分方程获得Ⅲ型
裂纹应力强度因子．考察了材料的非均匀性和结
构尺寸等参数对应力强度因子的影响．
1　问题描述与基本方程

考虑如图1所示的功能梯度板条�上下边界
自由�在裂纹面上承受反平面应力载荷．假设功能
梯度板条的厚度为2h�贯穿裂纹的长度为2a．为
了便于分析�将直角坐标系的原点固定在裂纹面
上．

图1　功能梯度板条Ⅲ型裂纹
Fig．1　A mode Ⅲ crack in a functionally graded strip

　　取如图1所示的坐标系�假设材料的剪切模
量μ和倒数为坐标 y 的线性函数�即

μ（y）＝μ1／［1＋p（y＋h1） ］ （1）
其中�p、μ1为常数�而泊松比 v 保持为常量．对于
反平面变形问题�根据弹性体物理方程和几何方
程�可以得到用位移表示的平衡方程为
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Δ2w－ p1＋p（y＋h1）
∂w∂y＝0 （2）

其中�Δ2＝∂2
∂x2＋

∂2
∂y2为二维 Laplace算子．

假定功能梯度板条的上下边界自由�而在裂
纹面上作用反平面应力载荷σzy＝σ（x）�相应地
有如下边界条件：
σzy＝0　 （y＝2h－h1�y＝－h1）
σzy（x�0）＝σ（x）　 （｜x｜＜ a）
w（x�0＋）＝w（x�0－）　 （｜x｜＞ a）
σzy（x�0＋）＝σzy（x�0－）　 （｜x｜＞ a）

2　求解过程
采用 Fourier 变换方法�可以得到方程式（2）

在变换域内的通解为

〜w＝A1I1（ξ）ξ＋A2K1（ξ）ξ （3）
其中�ξ＝｜s｜［1＋ p（ y＋ h1） ］／p；I0和 K0、I2和
K2分别为零阶和二阶修正 Bessel 函数；A1和 A2
为待定系数．

变换域内位移和应力可以用矩阵表示

S＝［〜w　〜σzy ］T＝T·A （4）
式中�A＝［ a1�a2］T．

根据上式可以得到变换域内－h1＜y＜0和0
＜y＜2h－h1两个板条的位移和应力�即
　　　　S1＝T·A1　（－h1＜y＜0） （5a）
　　　　S2＝T·A2　（0＜y＜2h－h1） （5b）
下标1和2分别表示板条1（－ h1＜ y＜0）和2（0
＜y＜2h－h1）．根据式（5）�边界条件可以写为

D1·T（－h1）·A1＝0 （6a）
D1·T（2h－h1）·A2＝0 （6b）

式中：D1＝［0�1］．
在变换域内可以得到：

S1－S2＝ΔS （7）
其中：ΔS＝［Δ〜w�0］T�Δ〜w 为位移分量在裂纹面上
的间断．

利用式（3）和式（7）可以得到待定常数 A 关
于ΔS的表达式为

A1＝E1·ΔS （8）
其中�W1＝｛Q1　 Q2｝T�E1＝－W－11 ·DT2·D1·
T（2h－h1）·T （0）－1�D2＝ ［1　0］�Q1＝ D1·
T （－h1）�Q2＝D1·T（2h－h1）．
将式（8）代入式（4）即可以得到变换域内的应

力和位移关于｛ΔS｝的表达式�同时根据裂纹面边
界条件式（4）可以得到

12π∫∞
－∞ω

～Δ〜wexp（i sx）d s＝σ（x）｜x｜≤ a （9）
其中�ω～＝D1·T（0）·E1·D2T．

考虑位移的单值性有

∫∞
－∞Δ〜wexp（i sx）d s＝0　｜x｜＞ a （10）

因此�式（9）和（10）即为该混合边值问题的对偶积
分方程．引入裂纹位错密度函数

η（x）＝∂∂x（Δw）　｜x｜≤ a
同时根据 Fourier变换的性质�式（9）和（10）化为
12πi∫＋∞

－∞s
－1ω～∫a

－a
η（α）exp［i s（x－ a） ］dαd a＝σ（x）

∫a

－a
η（α）dα＝0

根据 Bessel函数的渐近性质�容易证明
Lim
s→∞ s

－1ω～（ s�0）＝－β
其中�β＝μ（0）／2．

利用解析函数的性质可以将式（9）化为一个
Cauchy奇异积分方程［5］�然后采用 Erdogan［6］所发
展的方法数值求解�位错密度函数具有平方根奇
异性�假设它的形式为

η（α）＝ f（α）／ 1－（α／a）2 （11）
利用 Gauss－Chebyshev 积分性质�将式（13）代入
式（9）和（10）得到如下线性代数方程组
a
M∑

M

n＝1
f（αn）
αn－ xr＋ f（αn）Z（αn�xr） ＝

1
βσ（xr）

1
M∑

M

n＝1
f（αn） ＝0

其中�αn＝ acos π2M（2n－1）；xr＝ acosπrM （ r＝1�
2�…�M－1）；而 M为离散点数目．求解该方程组
可以得到 f（αn）的值�通过插值可求得 f（α）在任
意点的值．

根据反平面裂纹应力强度因子的定义［6］和
Chebyshev多项式的性质�再由式（9）可以得到应
力强度因子

K±Ⅲ＝β af（± a） （12）
3　结果与讨论

作为一个算例�假设材料参数为
μ1＝2∙88×1010N·m－2·kg·m－3�ν＝0∙3．

我们计算了在σ（x）＝σ0（σ0为常数）情况下的应
力强度因子．

图2给出了相对裂纹长度 a／h分别为1�3�5
时�功能梯度材料无量纲梯度参数 ph 对应力强
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度因子的影响．由图中可知�无量纲应力强度因子
KⅢ／（σ0a1／2）随着 a／h 的增加而增加�随着材料
梯度参数 ph 的增加而减小．同时从图中还可以
观察到�随着 a／h的增大�材料梯度参数 ph对应
力强度因子的影响也是增大的。

图2　梯度参数 ph对无量纲应力强度因子的影响
Fig．2　The influence of gradient parameter ph on the

normalized stress intensity factor

4　结论
假设功能梯度材料的剪切模量的倒数为坐标

的线性函数�采用积分变换方法�通过求解奇异积
分方程获得功能梯度板条Ⅲ型裂纹应力强度因
子．考察了裂纹尺寸以及材料的梯度参数对应力

强度因子影响．计算结果表明：适当增加功能梯度
板条的厚度�或控制裂纹的尺寸有利于提高材料
的抗断裂能力．同时在材料设计中�合理选择功能
梯度材料的梯度参数能够降低应力强度因子�从
而提高结构的抗断裂性能．
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A Mode Ⅲ Crack in A Functionally Graded Strip

CHENG Zhan－qi�LU Ji－fu
（School of Civil Engineering�Zhengzhou University�Zhengzhou450001�China）

Abstract： The material properties of functionally graded materials are usually assumed to follow exponential or power
distribution in existing literature．In this paper�the problem of a mode Ⅲ crack in a functionally graded strip is
studied with the assumption that the reciprocals of the shear modulus is a linear function in the thickness direction�
while the Possion’s ratio is kept constant．By using the Fourier integral transform technique and the transfer matrix
method�the mixed boundary problem is reduced to a set of singular integral equations．The mode Ⅲ stress intensity
factor is obtained by numerically solving the singular integral equations．And the influence of the size of the struc-
ture and the graded parameter on the stress intensity factor is discussed．
Key words： functionally graded material；crack；stress intensity factor；strip
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