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误差椭球的性质及其在置信域问题中的应用
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摘 要：研究了空间点定位误差的误差椭球的性质和空间点误差的表示．以概率论和多元分析为工具，

证明空闻点误差落入椭球内的概率可以由标准正态分布的分布函数和密度函数表示；证明了空间点误

差可以沿误差椭球主轴方向分解为3个独立的分量，并给出了分解方法和算例；证明点误差落在误差椭

球一侧内的概率为常数，该常数与切点坐标无关且可以由标准正态分布函数表示；讨论了点误差的可视

化表达问题，为空间点建立了椭球形及长方体形置信域，并给出了置信水平的计算公式．
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0 引言

在平面点的测量问题中，人们对误差椭圆作

了深入的研究，它是平面点误差分布的概率密度

等值线；误差椭圆的长、短半轴的方向分别代表了

平面点的最大和最小误差方向，其大小又分别表

示了平面点误差沿半轴方向的标准差；相比之下，

人们对三维空间点误差的类似研究还比较少，本

文在点位误差服从三维正态分布的基础上，研究

了误差椭球的基本性质，给出了涉及空间点误差

的三个概率计算公式．

为几何要素建立置信域是描述误差的一个有

效方法[1。j．置信域问题研究的难点在于计算或

估计所建区域覆盖几何要素真实值的概率．本文

在对误差椭球研究的基础上，为空间点建立了椭

球形以及立方体形的置信域，通过标准正态分布

的分布函数和密度函数，很容易计算出两种置信

域的置信水平．

1误差椭球的定义及性质

定义：设空间点误差X=(X】，X2，恐)’。服从

3维正态分布N(产，B)，其中P=(户1，p2，／13)T，

协方差矩阵曰为3阶正定矩阵，T表示转置．

记Dl-{菇l(z一卢)1B一(z—p)≤R2}为为误差

椭球(见图1)．

误差椭球就是一空间椭球形区域，区域边界

为椭球面：面内的概率密度总大于面外的密度．

圈1误差椭球区域与误差方向

Fig．1 Error ellipsoid and error direction

关于误差椭球有如下结论．

结论1：空间点误差落入误差椭球内的概率

P(X∈D1)=2F01(R)一1—2膨(R) (I)

其中，凡l(R)，声(R)分别为标准正态变量的分布

函数和密度函数．

证明：无妨假定／x=(0，0，0)7，由协方差矩阵

B的正定性知，曰的特征值Al，A2，A3均为正，且

可找到正交矩阵Q=(裔，葛，葛)使得

『“
o o

1
Q7曰Q=r=1 0 A2 0 I．

[0 0 A，j
其中，五为B的属于Ai的单位特征向量．

作变换：茗=(zl，菇2，菇3)7=Q(Yl，Y2，Y3)’=(2Y，

则l_，1 I=l筹l=I Q I=1，此时误差椭球D1化为
TB～z=yTQlB～Qy=Y7(Q1BQ)一1yT≤R2，
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=2Fol(R)一1—2R9(R) 证毕．

由定理1的证明过程可以看出，若将空间点

误差x用y表示，则y，，y2，y3相互独立(见图1)，

而Ai分别为3个误差分量的方差．

文献[6]曾用三维72(3)分布计算了上述概

率，这里用正态分布计算的结果与文献[6]中的

结果是一致的．

性质2：过误差椭球的6个顶点分别作切平

面，D：为切平面所围成的长方体(见图2)，则：

图2 过误差椭球顶点的长方体区域

Fig．2 Cube passing by vertexes of ellipsoid

P{(x1，X2，X3)∈D2i=(1一Fol(R))3 (2)

证明：设x为任意一点，易见椭球的顶点分

别为：Pl(^尺i)，P2(一^R i)，P3(^尺
蔗)，只(一^尺一p2)，P5(^冠高)，P6(一^足
两)，x落入D2内的充分必要条件为(X—Pi)与顶
点P。的外法线成钝角，即(X±Pi)·(±P’i)≤0，或

I石嚷I≤／瓦R，即J E I≤√瓦R，其中i=1，2,3．

所以，P{(x】，x2，x3)∈ D2} =P(I y1 l≤

~／Al R，I y2 I≤~／A2 R，I y3 l≤~／A3 R)：(1—

2Fo，(R))3 证毕．

性质3：设Po(xo)=(冤lo，x20，茗30)7为误差椭

球面上任意一点，过P。作切平面丌，该切平面将

空间分为两部分，椭球所在的部分记为D，，则误

差点x落在D，内的概率与切点的坐标无关，其值

为P{X∈D3)}=F01(R) (3)

证明：由髫冶一x：R2知，在Po点切平面的

法向量为：rt,=2B～菇o，P点落在D3内的充分必

要条件为矢量瓦≯与二的夹角为钝角，即(X一

髫o)TB～xo≤0或并5曰一X≤R2

由于x服从正态分布(0，B)，根据多元分布

的性质[7]知，茗：曰。1X服从正态分布：

N((xTB一)o，(戈5曰一)B(x5B．1)7)，即N(0，

露2)．从而：P{X∈D3)=P{算否曰-1x≤砰}=Fol(R)

2 空间点置信域的建立

性质4 设测量值X=(x1，x2，x3)服从3

维正态分布Ⅳ(p曰)，其中∥=(弘1，产2，p3)7为真

实值，以测量值x为中心，构造椭球体E1=}戈I

(菇一x)冶_1(茗一X)≤R2}，则El覆盖真值∥的

概率为：

P(∥∈E1)=2Fo】(R)一1—2R#(R)(3)

证明：P(∥∈E1)=P{(p—X)嘧一1(产一x)

≤R2}=P{X一卢)冶一1(X一卢)≤R2}

由x正态分布N(p，B)知，X一∥服从N(O，

曰)，由(1)知P(∥∈E1)=2凡l(尺)一1—

2胖(R)

类似地有：

性质5：以x为中心，构造图2所示的长方体：

E2：{戈I I(戈一x)7卉I≤√瓦R，

i(石一x)7高l≤~／瓦R，l(石一x)r葛I

≤√A3 Rj，

则P(卢∈E2)=(1—2Fol(R))3 (5)

3 算例

设测量值(x1，x2，X3)服从Ⅳ(卢，B)，其中曰

『1·2
o·l
o·21

=l 0．1 1．3 0．4 I，测量值为(11．0，25．0，9．0)
【o。2 o．5 1。5J
分别求出真值口的置信水平为0．9的椭球形

及长方体形置信域．
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3．1 椭球形置信域．

／(it)=I AE一嚣I=it3—4．000it2+5．1002

+2．0970

其根为：Al=0．9760，it2=1．1412，A 3=1．8829对

应于A。，A：，A，的特征单位向量依次为裔，云，云
所以正交矩阵为

r一0．2561 0．9177 0．3065]
—+—+—÷

Q=(pl，P2，p3)=l一0．7188—0．3918 0．5738 I．
1 o．∞一o．0737 o．7595j

由(1)式经试算知，当R=2．500时2F(R)一1—

2肼(R)=0．90，从而，岸的置信水平为0．9的椭

球形置信域为

E1={石I菇一Xo)7B一1(戈一Xo)≤2．52}．

其中，Xo=(11．0，25．0，9．0)’为测量值．

上述椭球体的短半轴、中半轴以及长半轴的

方向余弦依次为两，葛，云，其为长度^R依次为
2．47，2．67，3．43，椭球的体积为¨=94．75

3．2 长方体形置信域

由式(2)知，当R=2．115时，(2F(R)一1)3

=0．90，此时，长方体的三条棱长2√itiR分别为：

4．18，4．52，5．80，其体积为：圪=109．58．

上述两种置信域的水平均为0．9，比较者的

体积可以看出，椭球形置信域的效率较高一些．

4结束语

1)以3维空间点的误差的概率密度函数定义

了椭球．研究了误差椭球的性质，给出了涉及误差

椭球的有关概率计算公式．

2)正态分布的分布函数为超越函数，无法用

通常的积分法求得有关概率，笔者提出的正交性

分解方法能在一定范围内解决这类问题．

3)通过文中证明的误差椭球的性质，可准确

地计算出置信域的水平，与通常的不等式放大方

法相比，该方法精度高且简单易行．
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The Properties of Error Ellipsoid and Its Applications in Confidence Regions of Points

GUO Tong—del．JIA Jun—gu02'3
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Jiaotong University，Xi’an 710000，China；3．Department of Mathematics，Zhengzhou University，Zhengzhou 4500052，China)

Abstract：The positional errors of points is assumed to be distributed with 3 dimensions normal distributions，on the

basis of which，the elror ellipsoid is defined as the isoplethic surface of the probability density function．By employ—

ing the theory of the quadratic form and multivariate analysis，three properties concerning elror ellipsoid are proved：

(1)The elTOl瞎of points can be expressed in independent variables；(2)The eti'or drops into ell-or ellipsoid with a

constant probability，and this probability Call be determined by probability density function and distribution functions

of the standard normal distribution．(3)The error drops into one side of the plane tangent to error ellipsoid with a

constant probability，and this probability is independenl of the coordinates of the tangent point．The properties men—

tioned above can be used to construct the confidence regions，which is a convenient way to express the uncertainly of

points．Numerical example shows the process of establishing confidence regions which satisfies the given confidence

level．

Key words：error ellipsoid；confidence region；probability distribution；multivariate analysis
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