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一次超静定梁的弹塑性全过程分析
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摘要：通过虚功原理和单位荷栽法分析了集中荷栽作用下一次超静定梁的弹塑性加载及变形过程．

受力变形可分为4个阶段：弹性阶段；固支端附近产生塑性变形阶段；固支端附近和集中荷栽作用点附

近均产生塑性变形阶段；固支端保持为塑性铰，集中荷载作用点附近塑性区扩展而固支端附近塑性区卸

栽阶段．给出了加栽各阶段的弯矩、位移公式及外荷栽与支反力的关系式，可供工程结构设计．
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0引言

梁是工程结构中最常见的构件，梁的受力和

变形分析既是工程结构设计的基础，也是力学的

基础理论问题．许多学者都曾对静定梁的受力和

变形全过程进行了分析，Parathap和Varadan⋯分

析了水平悬臂梁在自由端受竖向力作用的非线弹

性大挠度问题，k和Gupta幢1分析了水平悬臂梁

在自由端受竖向力和简支梁受两个力作用的非线

弹性大挠度问题，伍小强和余同希旧J分析了水平

悬臂梁在自由端受竖向力作用的理想弹塑性大挠

度问题．但对于超静定梁的受力和变形全过程分

析，多是利用数值方法来解决HJ，解析分析比较

少，只有曹天捷bJ利用曲率两次积分法研究了一

端固支、一端铰支的单跨一次超静定梁在中部受

集中荷载作用下的弹塑性加载全过程，但该文在

分段积分时产生过多的积分常数，而且没有显式

给出这些常数，使得公式难以直接应用，另外，其

得出的第二阶段零截面位置不变的结论是错误

的．对于超静定梁的受力分析，所见教材∞娟J只是

给出了弹性极限荷载和塑性极限荷载，而并未分

析超静定梁在产生塑性变形后各阶段的变形特点

及各阶段的荷载值．作者旧J针对塑性力学教材中

存在的问题，讨论了集中荷载作用下一次超静定

梁在弹塑性加载过程中支反力与荷载的关系，本

文将研究推进一步，利用虚功原理和单位荷载法

对图l所示的单跨超静定梁在集中荷载作用下的

工况进行了弹塑性加载全过程的分析，给出了可

以直接利用的荷载和位移公式．
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均与荷载P是比例关系，但梁中产生塑性变形

时，此比例关系不再存在．本阶段(P≤P。)结束

时，固支端处的弯矩值达到弹性极限弯矩M。，弹

性极限荷载P。=16M／3f．

塑性极限荷载P。=6M。／l(其中肘。为梁截面

塑性极限弯矩)，极限状态时支反力为RA=1／3P。

上述弹性阶段的结果和塑性极限荷载是已有

结论，之所以仍在此列出是为了问题的完整性，也

便于与产生弹塑性变形后的工况比较．

对于理想弹塑性材料的矩形截面梁，M。=

警d。，肘。：学d。，(其中6，h，O"s分别为梁宽、梁

高j材料屈服应力)，因此鲁=詈象=1．687 5．当
P。<P<P。时，梁部分区段外缘产生塑性变形，

内核保持为弹性状态，称为弹塑性段，部分区段仍

保持为弹性变形，称为弹性段．当P。<P<P。．时，

梁的弯矩分布、位移(挠度)、支反力与荷载的关系

均不同于弹性阶段，分析于下．

2固支端附近出现塑性变形阶段

在本阶段，梁固支端附近的部分区段(口≤戈

≤Z)处于弹塑性变形状态，而其它区段仍处于弹

性变形状态．在本阶段结束时，集中荷载作用处的

弯矩达到弹性极限弯矩M。，对应荷载记为P1．

在本阶段，P。<P≤P1，梁的弯矩分布虽仍可

用式(1)来表达，但尺A与P不再是比例关系，梁

的弯矩分布也因此发生变化．只要确定了尺。，也

就确定了弯矩分布，也就能进一步求出位移．

这里研究理想弹塑性材料的矩形截面梁问

题．梁发生弹塑性变形时，矩形截面理想弹塑性梁

的曲率K和弯矩肘关系如下一J：

K=

一面

—兰兰sigII肘
～／2I
MI-。

(弹性段)

(弹塑性段)
(4)

采用图2(a)所示的基本体系，图2(b)是基本

体系在点A施加竖向单位荷载的弯矩图，图3(a)

是P。<P≤Pl时的弯矩图．利用虚功原理和单位

荷载法求图2(a)基本体系中点A的竖向位移△^

如下：

爿—■曰
图2基本体系及A点单位荷载弯矩图

№．2 Basic system and dia咖of unit—load
moment for section A

山：f确。：eI掣¨I竺雩生¨

16(P—R^)口3—12Pa2Z+尸：f2 ＆Mo(8Mo+3P1)

2———1面—一+—丽i丌+K。(一6M。一4Pl+2R^z)厂万瓦=厕了西丽
6(R^一P)2

(5)

由(RA一小+譬一M。
2M。+Pl

口。页矿1丽 (6)

将式(6)和K。：面Me代入式(5)，并令△^：o，得
2P2RAl3一P碡f3—36嵯et一嘲+16Mo(3Mo+
2只一RAl)门啄扬■啊了獗翮=0 (7)

式(7)就是超静定梁在本阶段(P。<P≤P1)的

约束反力R。与荷载P的关系，可见RA与P是复

杂的非线性关系，给定荷载P，就可由式(7)求出

R^，也就能由式(1)求出梁的弯矩，也可进一步求

出粱上任意点的位移．为了确定本阶段的荷载范

围，下面确定P，的数值．

1zPl-R,．1<-M。

。一

n 7
＼ ／

pI—R,tl<-M。

(a)只<Jp≤P， (b)PJ<P≤P2

图3 弹塑性阶段弯矩圈

Fig．3 Bending moment for elastic-plastic stage

当P=Pl时，寺R^z=JjIf。，再分别利用式(7)、

(6)得本阶段结束时的参数为Pl：6T．389 3Me删R：半㈣：o．955 7 2(8)
下面利用虚功原理和单位荷载法确定本阶

段任意点的竖向位移．设点D是梁上任意点，其

距端点A的距离为咒，在点D施加单位荷载，图4

是点D的单位荷载弯矩图，当0≤菇<l／2时，点

D的竖向位移△D为

H——1卜。J．．．．．．．．．．．．．．．．．=：：：：：：．．．．．．．．．．．一

图4 点D单位荷载弯矩图

Fig．4 diagram of unit-load bending moment for section D
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址』知⋯』；丛音巡岍

-『；竖坐掣岍
fF杀‰dfJ n ／． 2(RA—P)善+Pz

7

^／j+——]瓦～
R∥3 (PRAl2—12M2e)戈2一面+1面订‘矿+
PR213—2P2RAl3+36M：Pl+80M：

一48EI(P二心)j一
+

也坦塑坠等等匝型业(9)
当吾≤菇<。时，点D的竖向位移为
，。(f一菇)[(p—RA)}一p1]

△D 2 J，————■万——一d；+
fF杀‰dfJ。止 2(心一p)}+川。√j+——]万一
(P—RA)z3 Pl戈2 (P猢l一12碰)石2—飞矿一～4E1+百面硒=面丁+
80M：+36M2。PI—P313

—丽面万=百厂一+

K。丝些坠等等匝型业
(10)

当a≤菇≤l时，点D的竖向位移为

址fF蒜鲁晶d}√j+——1万一地厄{盥焉芒铲一
堕旦些桨3嚣单幽)(11)(如一P)2 J⋯7

上述公式(9)一(11)中R。由式(7)确定．

3 集中荷载点附近产生塑性变形阶段

在本阶段，随着荷载增加不仅梁固支端附近

的弹塑性区段(a≤z≤1)继续扩展，而且集中荷

载作用点附近部分区段(c≤算≤b)也产生弹塑

性变形，而其它区段仍处于弹性变形状态．图

3(b)是本阶段(Pl<P≤P2)的弯矩图．在本阶

段结束时，固支端处的弯矩达到塑性极限弯矩

M。即此时固支端成为塑性铰，对应荷载记为

P2．

戈=a，b和C时，截面弯矩值均是弹性极限

弯矩M。，由此得口=券焉扯制一百Me⋯，口2瓦两’D 2可F1万’c 2百¨纠
下面利用单位荷载法确定本阶段的凡与P

的非线性关系．本阶段图2基本体系中点A的竖

讣胁石=f鲁¨』；意¨
√卜瓦

-f；—?：=：ii蒜d。+』：!!：：学a。+
√卜一—可■～

J a／^2(Ra—P)x+只
’√¨一—1F一地[盟些监幕型
(一6Me+3H一心z)门丽丁]可厩+加艇

6(RA—P)2+塑型号掣等螋](13)6(兄一Py
。、 ’

[P2(6朋。+即)+．P(．12M。如十肺]加瓦]丽：
一(．|lf。+4Pl一2RAI)R2以丽■酉i骊
+10M2e(Ri+2PR^一P2)=0 (14)

式(14)就是图1超静定梁在本阶段(P，<P

≤P：)的约束反力RA与荷载P的关系，可见心

载P，由式(14)求出心，再由式(1)求出梁的弯

矩，也可进一步求出梁上任意点的位移．为了确定

本阶段的荷载范围，下面确定P：的数值．

当P=P2时，M口=i1 Pl—RAl=M。=

1．5M。，再利用式(14)、(12)得本阶段结束时的参

8．663 2M。 2．831 6膨。P2=——产，如2=——产，a2=0．914 3￡，

同理，利用单位荷载法确定本阶段任意点D

的竖向位移．当0≤z<C时，竖向位移△D为：△口』：=华岍
，；摧df+J；忸-耵丽叭
～。 M。 ～。 M。万方数据万方数据
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r。(f—z)[(JP一心)f一÷Pf]

J。———1广一d}+
f F2‰R P ar
J a厂= (^一 )f+Pf

7

√3+——瓦一=一6篇／．x3+Ke{学+焉
堕!!丝二型!垡坐二坐]丛堕j豆雯巫

一

6(RA—P)2

盟二!丝!型!业二受幽丛巫巫
一

6(RA—P)2+鲤些_掣华螋} (16)
6鹏

”⋯

当c≤石<l／2时，求出点D的竖向位移为

小蚓若每
一坦!!!丝二型!!垫二坠!丛巫]翌巫

6(RA—P)2

堕!二!丝!型!业二坐幽丛堑二巫
一

6(RA—P)2

+压堕型』出等≠型燮}
(17)

当1／2≤菇<b时，求出点D的竖向位移为小刈塑型鬻掣一
堕型些幽系2警堕旦些堕}(18)

3(RA—Py
、

上述公式(16)～(18)中RA由式(14)确定．

当b≤并<Ⅱ时，点D的竖向位移公式与公

式(10)相同；当o≤戈<z时，点D的竖向位移公

式与公式(11)相同．公式虽然相同但戈和P的取

值范围不同，而且，其中的R^是由式(14)确定的．

5 固支端保持为塑性铰阶段

在本阶段，固支端保持为塑性铰，虿1州一RAf

=M。=1．5M。，因此梁结构成为静定结构，RA与

P虽是线性关系但不是比例关系，给定荷载P，可

由下式求出R。

心：丢P一1．5 TMe (19)

由式(1)得弯矩分布为

在本阶段，由于塑性铰引起的内力重分布，

展，但固支端附近的的弹塑性变形区域发生卸载，

当02≤冤≤l时，曲率为

K=(K)P：P：一百AM (21)

式中，△肘=l(P一尸2)(z—x)．

在本阶段结束时，跨中集中力作用点的弯矩

达到塑性极限弯矩M。，形成塑性铰，达塑性极限

状态，结构成为机构，丧失进一步的承载能力，此

时对应荷载即为极限荷载．P。：毕：半．
同理，利用单位荷载法可求出任意点D的竖

向位移．当0≤x<c时，点D的竖向位移为

吣胁=C与掣岍-f；篇岍
^／卜M。

b：¨-、K⋯e(。-。X，而)d}+
√卜 M。

fa2(f—x)[(P—RA)f一÷P2]
J。———面—_一df+

№川 Ke丽两一面1眦P2)(㈠)]d}胁川v，孽面∽幔儿卜p卜
：一iR州A X3+K。{!!!!!!：；i{；：}铲+
!咝!型二!坠!丛夏巫!!!坠二!!丝!!丝1

6R2

[～6M。+3P1一Ral一6(P—RA x]、，／1jj订：—：—辄+—————1万■了———一+粉+0．56371z-0．81431x) (22)

当c≤省<丢时，可求出点D的竖向位移为小也{堕斋铲+等黯+
压堕盟坐毪≯If趔坠型0 ^

[一6M。+3Pl—RAl—6(P—eA)X]～／_ijji：ij碱
+—————1Fi厂———一
一0．563712 0．81431x) (23)

当丢≤石<6时，可求出点D的竖向位移为

k一掣≮叫
02

0—2

≤

≤

Z

茁

<嚷峙科一2
+石

h

帆丁

帆丁

¨

5

一

l

P

一

．

P

●一2

●一：

卜，I●●●●●Jfl●●●●【

：M
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(80M。2—45．jIf。Pf一6P2f2)f2(3 Pf+12M。)Ix

12(Pl+3M。)2 +4(Pj+3M。)+

o．563712一o．8143／xI(24)

当b≤石<Ⅱ2时，可求出点D的竖向位移为

吣志【(P+半)x3—3Plx2+3P12x—e13】+
Ke(0．563712—0．81431x) (25)

当口2≤石<z时，可求出点D的竖向位移为

△D-志【(P一8 67肼e)1 X3_31x2+312z一13)】+
， 、三

o．3904K。f2《1一手}2 (26)

6结束语

本文研究了在跨中集中荷载作用下一次超静

定理想弹塑性矩形截面梁的全部受力变形过程．

受力变形分为四个阶段，第一阶段为弹性阶段，在‘

第一阶段，弯矩随荷载P的增加按比例增加，零

弯矩截面位置不变，而后三个阶段零弯矩截面位

置随荷载P的增加不断地变化，弯矩随荷载P的

增加也不再是按比例增加；第二阶段在固支端附

近的一段产生了弹塑性变形；进入第三阶段后不

仅固支端附近的弹塑性变形区继续扩展，集中荷

载作用点附近的一段也产生了弹塑性变形，直至

固支端形成塑性铰；在第四阶段，固支端保持为塑

性铰，上一阶段的固支端附近的弹塑性区发生卸

载，而中部区段的弹塑性变形区继续扩展，直至集

中荷载作用处形成塑性铰而成为塑性流动机构；

各阶段的荷载终值分别为P。：116了_Me，Pl：

T6．3893Mo，P=T8．6632Me，P2 。=型净．本文给出了，
’ 一

， ’u一，。个^钥Lu J

各阶段的弯矩、位移公式，可供工程结构设计和结

构力学、塑性力学教学参考．
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The Analysis of the Entire Elastic——Plastic Process of a Statically

Indeterminate Beam with One Redundant

LI Hui—zhil，LIU Min—shah2，CHEN Huail

(1．School of Civil Engineefing，Zhengzhou University，Zhengzhou 450002，China；2．Research Center of Heat Energy Engineering，

Zhengzhou University，Zhengzhou 450002，China)

Abstract：By using the virtual work principle and unit—load method，the elastic—plastic process of loading and

deformation of a statically indeterminate beam with one redundant under a concentrated load is analyzed．The pro-

cess can be divided into four stages：I)The whole beam is in elastic state；11)The beam is in elastic—plastic state

in the vicinity of the fixed end；m)The beam is in elastic—plastic state in the vicinity of both fixed end and the

point where the concentrated load acts；Ⅳ)The fixed end behaves as a plastic hinge，and the plastic region near the

point where the concentrated load acts is developing，while that nesl"the fixed end unloading．The formulae of mo—

ment and displacement are derived and the correlation between the load and the supporting reaction force is given re—

spectively at each stage mentioned above．The results obtmned can be applied to engineering structure design and

mechanics teaching and learning．

Key words：statically indeterminate beam；elastic—plastic；unit load method；plastic hinge；concentrated load万方数据万方数据


