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摘　要：三角形Packing 问题是NP 难的�其完整算法的时间复杂度是指数型的．建立了求解三角形Pack-
ing 问题的数学模型；沿着拟人的途径�通过把待解决的问题与人类的社会经验作对比�得到了求解三角
形Packing 问题的若干拟人策略�并以此策略为基础发展出一种高效的近似求解算法．实验结果表明�沿
此途径得出的求解三角形Packing 问题的算法�针对三角形数目较多的情况�具有较好的完整性和较低
的时间复杂度．
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0　引言
　　Packing 问题［1］ 是一个NP 难问题�该问题吸
引了大量数学家和计算机科学理论学家的注意．
然而�在20世纪60年代以前�人们对这一问题还
仅仅停留在理论的研究上．在计算技术高度发达
的今天�这方面的工作才在理论上和实践上取得
了显著效果．

Packing 问题分为三维和二维Packing 问题．
三维Packing 问题的研究主要集中在立方体和集
装箱的填装上［2］ �对一般的三维Packing 问题的研
究还处于起步阶段；二维Packing 问题的研究主要
集中在矩形Packing 问题、方格Packing 问题、多边
形Packing 问题和圆形Packing 问题上［3～5］ ．

多边形Packing 问题是一类比较复杂的问题�
已经证明了平移多边形的Packing 问题是NP 完全
问题．对于任意多边形的Packing 问题（多边形既
可平移又可旋转） 是否为NP 完全问题还没有得
以证明［6］ ．如何快速求解任意多边形的Packing 问
题�目前国际学术界还没有给出令人满意的算法．

三角形Packing 问题是多边形Packing 问题的
简化情况�但其完整算法的时间复杂度仍然是指
数型的�因此必须从新的途径寻找快速高效的算

法．文献［7］ 对单位等边三角形Packing 问题进行
了初步的研究�得到了求解单位等边三角形Pack-

ing 问题的拟人策略．作者以此为基础�对一般的
三角形Packing 问题进行深入细致的研究�沿着拟
人的途径�根据人们生产实践中处理这类问题的
经验�提出了几种拟人策略�发展出两种高效率的
求解算法．理论分析和实验结果表明�该算法具有
较低的时间复杂度和较高的完整度．
1　三角形Packing 问题与拟人思想

三角形Packing 问题是指：已知长和宽一定的
矩形空容器R 和 N 个大小形状确定的三角形（每
个三角形的3个边长已知） �问：这 N 个三角形能
否互不重叠地放入矩形容器R 里？若能�则给出
每个三角形在矩形容器里的位置和方向；若不能�
则作出该算法放不下的回答．

如图1所示�矩形容器由4个两两互不重叠
的三角形块1、2、3、4的边围成．这样就把三角形
块放入矩形容器内的三角形Packing 问题转化为：
判断在构成矩形容器的4个三角形和已经放入矩
形容器的三角形中找到合适的位置�以便把待放
的三角形放入矩形容器内�从而转化为判断三角
形与三角形的位置关系问题．
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图1　矩形容器
Fig∙1　Rectangular container

　　此问题可形式化地表示为：对于任意给定的
正整数 N 和任意给定的3N＋2个正实数组成的
有序数组｛Length �Width�a1�b1�c1�a2�b2�c2�．．．�
aN�b N�c N｝（其中 ai ＜bi ＋c i�bi ＜c i ＋ai�c i ＜ai
＋bi�i ＝1�2�．．．�N） ．记 f （ x �y �x1�y1�x2�y2） ＝
（ y －y2）（ x1－x2）（ x －x2）（ y1－y2） �问是否存在
6N 个实数组成的有序数组｛x11�y11�x12�y12�x13�
y13�x21�y21�x22�y22�x23�y23�．．．�x N1�y N1�x N2�
y N2�x N3�y N3｝�使得

（1）对于｛1�2�．．．�N｝中任意的正整数 i 有
0≤xi1�xi2�xi3≤Length；0≤yi1�yi2�yi3≤Width；

a2
i ＝（ xi2－xi3）2＋（ yi2－yi3）2；
b2
i ＝（ xi3－xi1）2＋（ yi3－yi1）2；
c i2＝（ xi1－xi2）2＋（ yi1－yi2）2．
（2）对于｛1�2�．．．�N｝中任意两个不同的正

整数 i �j �下列6个式中至少有一个式子成立：
max｛f（ xi1�yi1�xi2�yi2�xi3�yi3）·f（ xj1�yj1�xi2�yi2�xi3�yi3） �
f（ xi1�yi1�xi2�yi2�xi3�yi3）·f（ xj2�yj2�xi2�yi2�xi3�yi3） �
f（ xi1�yi1�xi2�yi2�xi3�yi3）·f（ xj3�yj3�xi2�yi2�xi3�yi3）｝≤0；
max｛f（ xi2�yi2�xi3�yi3�xi1�yi1）·f（ x j1�yj1�xi3�yi3�xi1�yi1） �
f（ xi2�yi2�xi3�yi3�xi1�yi1）·f（ xj2�yj2�xi3�yi3�xi1�yi1） �
f（ xi2�yi2�xi3�yi3�xi1�yi1）·f（ xj3�yj3�xi3�yi3�xi1�yi1）｝≤0；
max｛f（ xi3�yi3�xi1�yi1�xi2�yi2）·f（ xj1�yj1�xi1�yi1�xi2�yi2） �
f（ xi3�yi3�xi1�yi1�xi2�yi2）·f（ xj2�yj2�xi1�yi1�xi2�yi2） �
f（ xi3�yi3�xi1�yi1�xi2�yi2）·f（ xj3�yj3�xi1�yi1�xi2�yi2）｝≤0；
max｛f（ xj1�yj1�xj2�yj2�xj3�yj3）·f（ xi1�yi1�xj2�yj2�xj3�yj3） �
f（ xj1�yj1�xj2�yj2�xj3�yj3）·f（ xi2�yi2�xj2�yj2�xj3�yj3） �
f（ xj1�yj1�xj2�yj2�xj3�yj3）·f（ xi3�yi3�xj2�yj2�xj3�yj3）｝≤0；
max｛f（ xj2�yj2�xj3�yj3�xj1�yj1）·f（ xi1�yi1�xj3�yj3�xj1�yj1） �
f（ xj2�yj2�xj3�yj3�xj1�yj1）·f（ xi2�yi2�xj3�yj3�xj1�yj1） �
f（ xj2�yj2�xj3�yj3�xj1�yj1）·f（ xi3�yi3�xj3�yj3�xj1�yj1）｝≤0；
max｛f（ xj3�yj3�xj1�yj1�xj2�yj2）·f（ xi1�yi1�xj1�yj1�xj2�yj2） �
f（ xj3�yj3�xj1�yj1�xj2�yj2）·f（ xi2�yi2�xj1�yj1�xj2�yj2） �
f（ xj3�yj3�xj1�yj1�xj2�yj2）·f（ xi3�yi3�xj1�yj1�xj2�yj2）｝≤0．
若存在�则给出一组符合上述条件的实数．
拟人方法是将原始的数学问题与人类生产实

践中遇到的实际问题相比拟�模拟人们的思维活

动�把人类在生产实践中处理各种复杂矛盾问题
的经验、思想和方法加以精确化、完整化并形式化
为算法�用以求解相应数学问题的思路和方法．这
种方法的精神在于�在某些困难的算法问题面前�
当纯粹数学的思维显得似乎枯竭的时候�可以到
人类社会中去寻求启发�而在最后设计算法时又
不必拘泥于社会现象的真实性．

通常情况下�拟人算法的效率之所以比生物
遗传算法、神经网络方法、淬火法要高�其原因就
是拟人方法是在向人类学习�而人类比起遗传、神
经网络、淬火世界里的那些蛋白质单个的神经元
及晶体显然有高得多的智慧［8］ ．但是�如何正确利
用人类处理社会问题的经验并形式化为恰当的数

学模型�则需要长期细心的工作．这种得出算法的
过程的艰苦性�可以说是拟人途径的一个缺点．

把三角形块放入矩形容器内�主要考虑以下
两个方面的因素：一、找到可利用的空间；二、在可
利用的空间中寻找位置�尽可能减少空间的浪费．

这两个标准�充分地考虑了问题的主要矛盾�
也是人们手工处理实际问题所凭借的客观依据．
本文从这两个要点出发�制定了解决实际问题的
策略和方案．理论分析和实践证明�虽然在十分困
难的场合下�该方法还表现不出熟练的设计人员
那样的机智和灵巧�但在许多场合它确实能如人
做的同样准确并且比人要快的多．这也为解决其
它问题提供了一种思路和参考．
2　三角形Packing 问题的相关概念
　　定义1　两个三角形的相切．若两个三角形
有公共点�且相交部分的面积为零．则称这两个三
角形相切．

定义2　角区．已知两个相切的三角形�在这
两个三角形中各取一边�若：

（1） 这两边有且仅有一个交点．记该点为 O．
（2） 这两边所在的射线（以 O 为端点）形成的

角为小于π的正角．
（3） 条件（2） 中的角内不含有这两个三角形

中除条件（1）外的其它边．
则（2）中的角称为这两个相切三角形的一个

角区�该角的大小记为该角区的角度．两个三角形
中和（2）中的角的始边相重合的部分称为该角区
的始边；两个三角形中和（2）中的角的终边相重合
的部分称为该角区的终边；称（1）中的交点为该角
区的顶点．

由定义可知�两个相切三角形的两边是否构
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成角区�与将要放入该角区的三角形的大小和形
状无关．这些角区�好像人们加工材料过程中裁下
的“ 边角余料” ．如能够优先考虑利用这些“ 边角余
料” �便能充分提高整个材料的利用率．因此�能否
充分高效的利用这些角区�直接决定着算法的最
终效果．

定义3　占角动作：如果一个三角形的一边
和一个角区的始边或终边相贴（即重合部分的长
度大于零） �该三角形的另一边和角区的终边或始
边相切�把该三角形按该位置放入该角区的过程
称为一个占角动作．该三角形的第三条边的对角
称为这个占角动作的插入角．

定义4　占角动作的合角度：设占角动作所
在的角区中与三角形相贴的边和与三角形相切的

边的夹角为α�占角动作的插入角的角度为β．则
该占角动作的合角度为min（α�β）／max（α�β）．
3　拟人策略
　　定义5　格局：一个格局是指某个时刻平面
上的一种有序对＜P�Q�R＞�其中 P 是组成矩
形容器的4个三角形和已经放入矩形容器内的三
角形的集合（集合中的每个元素用三角形的3个
顶点的坐标来表示） �Q 是尚未放入矩形容器内
的三角形的集合（集合中的每个元素用三角形的
3个边长来表示） �R 是P 中的三角形构成的角区
的集合．

在开始时刻�P 中只含有组成矩形容器的4
个三角形�Q 是所有待放入矩形容器内的三角形
的集合�R 是P 中组成矩形容器的4个三角形构
成的四个角区的集合．称这时的格局为初始格局�
记为＜P0�Q0�R0＞．从初始格局开始�从 Q 中取
出第k 个三角形放入矩形容器内后的格局称为第
k 格局�记为＜Pk�Qk�Rk ＞．如果在第 k 格局下�
Qk ＝∅�则称该格局为终止格局．
定义6　合理的占角动作：在到达终止格局

前的第 k 格局�做一个占角动作�如果做该占角
动作的三角形在矩形容器内且和 Pk 中的三角形
不相交�则该占角动作称为一个合理的占角动作．

一般来说�如果盲目地做一个合理的占角动
作�可能会形成新的角区�并把整个可用空间分成
一些“ 碎块” ．这样以来�不利于整体材料的充分利
用�同时�在以后的计算中�增加了搜索空间�使得
计算速度降低．依据人们处理实际问题的经验�有
以下两种拟人策略．其主要依据原则是：充分利
用” 边角余料” �尽量地减小整体材料的破坏．

（1） 优先度策略．对于两个合理的占角动作
a1�a2�设两者的合角度分别为 p1�p2�如果 p1＜
p2�则称动作 a1比动作 a2具有较高的优先度．如
果 p1＝p2�则称动作 a1和动作 a2具有相同的优
先度．采取这一拟人策略�是为了把三角形放入和
其大小形状特征尽量“ 吻合” 的地方．每到一个新
的格局�按照优先度策略�可以把优先度不同的合
理占角动作排序．选择优先度最高的合理占角动
作来做�有利于充分利用空间�减少空间的浪费．

在合理的占角动作排序过程中�可能出现两
个或更多的合理的占角动作具有相同的优先度．

（2） 原点策略．对于两个合理的占角动作 a1�
a2�设两者所对应三角形的重心坐标分别为＜x1�
y1＞�＜x2�y2＞�如果x21＋y21＜x22＋y22�则动作a1
比动作 a2优先．

如果 x21＋y21＝x22＋y22�则先遇到的合理占角
动作优先．

采用原点策略�是为了使得矩形容器内三角
形的重心都尽量的靠近原点．这样�有利于把三角
形更紧凑地放入矩形容器内．

4　占角算法
　　基于以上两种拟人策略�求解三角形Packing
问题�有下面的占角算法：

Step1：给定初始格局＜P0�Q0�R0＞�其中 P0
只包含组成矩形容器的4个三角形�Q0是所有待
放入矩形容器内的三角形的集合�R0是组成矩形
容器的4个三角形构成的四个角区的集合．格局
中的角区和合理的占角动作分别按先后顺序进行

排列．
（1） 若格局中没有合理的占角动作可做�报

告该算法求不出问题的解．算法结束．
（2） 否则�选择优先度最高的合理的占角动

作来做；若具有最高优先度的合理的占角动作不
止一个�按原点策略选择优先度最高的动作来做．
在 P0中加入做该动作的三角形的3个顶点的坐
标�从 Q0中去掉做该动作的三角形的3个边长．
将 P0换成 P1�将 Q0换成 Q1�将 R0换成由 P1中
的三角形构成的角区的集合 R1．进入新的格局＜
P1�Q1�R1＞�转Step2．

Step2：一般地�假定在格局＜Pk�Qk�Rk ＞下�
Pk 中已有k ＋4个三角形�k ≥1．

①若 Qk ＝∅�则报告得到了问题的一个解．
算法结束．②若 Qk ≠∅�且格局中没有合理的占
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角动作可做�报告该算法求不出问题的解．算法结
束．③若 Qk ≠∅�且格局中存在合理的占角动作
可做�选择优先度最高的合理的占角动作来做；若
具有最高优先度的合理的占角动作不止一个�按
原点策略选择优先度最高的动作来做．在 Pk 中
加入做该动作的三角形的3个顶点的坐标�从 Qk
中去掉做该动作的三角形的3个边长．将 Pk 换成
Pk＋1�将 Qk 换成Qk＋1�将 Rk 换成由Pk＋1中的三
角形构成的角区的集合 Rk＋1．进入新的格局＜
Pk＋1�Qk＋1�Rk＋1＞．转Step2．
5　实验结果分析
　　本算法在内存32M�主频为Pentium166Hz 的
PC 机上进行了程序实现�并对大量的实例进行了
实验．结果（见图2） 表明�本算法具有可观的效
率．特别是当三角形数目较多时�与手工设计及目
前已经公开的算法相比�本算法在计算速度方面
具有明显的优越性．另外�如果以放入三角形面积
的总和与矩形面积的比值作为利用率�由计算结
果还可以看出�本算法求解三角形Packing 问题的
利用率一般在80％以上．
　　图2是从众多实例中随机挑选的几个实例�

图2　实例运算结果
Fig∙2　Results of instances

每个实例图中的左半部分�表示已知的一个手工
解�右半部分表示根据本算法得到的解．图中三角
形上的标号�表明三角形放入矩形容器时的顺序．
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A Full －angle Algorithmfor Solving the Triangles Packing Problem
WANG Rui －min1�CHEN Zhuo2

（1．College of Information Engineering �Zhengzhou University �Zhengzhou 450052�China ；2．School of Computer Science and Technolo-
gy �Huazhong University of Science and Technology �Wuhan 430074�China）
Abstract ：The triangles packing problemis NP －hard ．The complexity of their accurate algorithmis exponential ．
Personificaion approach is an which draws on analogy between the resolving problem and some social phenomena ．
According to personification approach �some strategies for tackling the triangles packing problem are presented and
two highly efficient approxi mate algorithms have been developed based on these strategies ．The result of our tests ex-
plains that the algorithmto solve the triangles packing problemby using personification approach is of high efficiently
and low complexity ．
Key words ：triangles ；packing problem；action value ；quasi －person strategy
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