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一边支承矩形板弯曲精确解法
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摘　要：一边支承矩形板由于边界条件的多样性导致板中内力分布的复杂性�现有解法存在计算方法
不统一�计算精度低�适用范围小等缺陷．提出的精确解法将板的弯曲划分为广义静定和广义超静定两
类�对于前者�提出一个统一的通解表达式并采用组合特解�该特解在满足板弯曲平衡徽分方程的同时�
还可以满足支承边的挠度条件、自由边上剪力分布条件、自由角点集中力条件及柱支座处的反力条件�
从而可以利用四边边界条件及柱支座处的位移条件直接求解．对于广义超静定弯曲�采用叠加法求解．
逆向分析算例表明�本解法具有很高的计算精度．
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0　引言
　　图1所示一边支承（简支或固定）矩形板�由
于同时存在支承边、自由边、自由角点和柱支座�
板中的内力分布非常复杂．文献［1～6］ 曾先后解
决了一边固定或一边简支并有一个或二个角点支

座时在各种荷载作用下的弯曲�但上述解法有一
定的局限性�具体表现为：
　　（1） 一边固定板与一边简支板有相似的边界

条件�但却采用了截然不同的挠度表达式�计算方
法不统一．

（2） 柱支座局限在板角点上�无法解决图1
（d） �（e）所示板的弯曲．

（3） 当支承边发生竖向位移或自由边作用竖
向剪力时�计算精度差．

本文解法采用统一的挠度表达式�可以解决图1
所示各种矩形板在任意荷载作用下及支承边和柱支

座发生任意位移时的弯曲�且具有很高的计算精度．

图1　一边支承的矩形板
Fig．1　Rectangular plates with one supported edge

1　二类弯曲
弹性薄板在板面法向荷载 q（ x �y） 作用下�

挠度 W 应满足下列平衡微分方程
∂4W
∂x4＋2 ∂4W

∂x2∂y2＋
∂4W
∂y4＝q（ x �y）

D （1）
式中：D 为板的弯曲刚度．挠度 W 还应满足板的边

界条件�板的边界有固定边、简支边、自由边�在这些
边界上存在两个边界力和两个边界位移4个参数�
其中两个参数是已知的�两个参数是未知的．由于式
（1）是考虑静力平衡条件、几何方程和物理方程综合
而成�边界上的位移边界条件和内力边界条件是等
效的�即每条边界上未知量数和已知条件数是相等
的�这些边界的求解条件是完备的．
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挠度 W 还应满足柱支座处的支承条件和反
力条件�柱支座可以在板中、板边界或板角点上．
柱支座处的挠度是已知的�但支承反力却有两种
可能�由于支承反力只能通过静力平衡条件求解�
与几何方程与物理方程无关�因此当柱支反力是
已知时�求解条件是完备的�否则是不完备的．前
者称为静定弯曲�它可以由板的四边边界条件、柱
支座处的支承条件直接求解�后者称为超静定弯
曲�要采用叠加法求解�这与文献［1～6］ 的求解思
想是相通的．
2　静定弯曲

图1（a）所示悬臂板�一边支承三边自由是静
定弯曲．图1（c） �（d） �（e）所示一边简支一柱支座
支承的矩形板�由于柱支反力可以由静力平衡条
件确定�也是静定弯曲．当撤去柱支座而代之以支
反力时�计算简图也为一边支承三边自由矩形板
在原荷载和支反力共同作用下的弯曲．静定弯曲
的挠度表达式为

W＝W1＋W2 （2）
式中：W1为式（1）对应的齐次方程通解；W2为方
程（1）的特解．取

W1＝ ∑
m＝1�3�5（ Amshαy ＋Bmchαy ＋Cmαyshαy ＋
Dmαychαy）sinαx ＋E0x ＋F0＋G0x2＋
H0x3＋ ∑

n＝1�2（ Enshβx ＋Fnchβx ＋
Gnβxshβx ＋Hnβxchβx）cosβy （3）

式中：α＝mπ2a �β＝nπ
b ．应当指出�E0�F0�G0�H0

是 n ＝0时的 En�Fn�Gn�Hn．因为在［0�b］ 区间
上�∑

n＝0�1�2cosβy 是一个完整的正交三角函数族�n
的取值必须从零开始．当 n ＝0时cosβy ＝1�但
shβx�βxshβx�βxchβx 均为零值�为保证待定系数
的完整性�将 n ＝0时的双曲函数改为 x 的多项
式．级数 ∑

m＝1�3�5sinαx 符合x ＝0为支承边挠度为
零�x ＝a 为自由边挠度不为零的变形特点�级数
∑

n＝0�1�2cosβy 符合y ＝0和 y ＝b 均为自由边挠度不
为零的变形特征．

特解 W2主要与荷载有关�由于式（1）实质上
是以挠度为参数表示的板法向力的平衡方程�因
此所有已知的法向力�包括作用在板上的法向荷
载�自由边上的竖向剪力�自由角点上的竖向集中
力以及已知挠度�即支承边上已知的竖向位移都
应有相应的特解�有

W2＝W21＋W22＋W23＋W24 （4）
式中：W21�W22�W23�W24分别为支承边竖向位移、

自由角点竖向集中力、自由边界竖向剪力、板面法
向荷载对应的特解．它们必须服从以下规则：

（1） W21�W22�W23要分别满足支承边挠度条
件、自由角点集中力条件、自由边剪力分布条件．
相互之间不发生关联�即 W21在自由角点对应的
角点力为零值�在自由边上对应的剪力为零值；
W22在支承力上挠度为零值�在自由边上对应的
剪力为零值；W23在支承边上挠度为零值�在自由
角点上对应的角点力为零值．

（2） W24在支承边上挠度为零值�在自由角点
上对应的角点力为零值�在自由边上对应的剪力
为零值．

（3） W21�W22�W23�W24组成的组合特解 W2
要满足式（1）所示的平衡微分方程�同时也可以满
足支承边的挠度条件、自由角点作用力条件、自由
边上剪力分布条件．
2∙1　支承边竖向位移对应的 W21

图1所示矩形板 x ＝0为支承边�边界上挠度
是已知的．现将边界上线性分布的挠度、抛物线分
布的挠度表示成多项式�其它形式的挠度表示成
级数形式�如 x ＝0时
　　W＝ΔO＋（ΔA－ΔO）y

b ＋ux1（y2－by）＋S0x1＋
∑

n＝1�2Snx1cosβy （5）
式中：前两项为边界上线性分布的挠度�第三项为
二次抛物线分布挠度�第4项和第5项为以级数
形式表示的挠度�其中 S0x1为 n＝0时的 Snx1�则

W21＝ΔO＋（ΔA－ΔO）y
b ＋ux1（y2－by）＋S0x1＋

∑
n＝1�2

Snx1chβachβ（ a－x）cosβy （6）
当边界上有三次抛物线分布的挠度时�即式

（5）中 ux1（ y2－by） 为 ux1（ y3－b2y） �为使 W21在
自由边上对应的剪力为零值和在自由角点上对应

的角点力为零值�要将式（6）中（ y2－by）改为［ （ y3

－b2y） －3y（ x2－2ax）／（2－μ）］ �当边界挠度为
ux1（ y4－b3y） 时�要改为［ （ y4－b3y） －y2（6x2－
12ax）／（2－μ）］ ．当ᐁ4W21≠0时�在确定 W24时
要考虑这个因素．
2∙2　自由角点集中力对应的 W22

角点 B�C 为自由角点或柱支角点�角点力可
以是作用在角点上的外荷载�也可以是位于角点
的柱支座产生的支反力�设角点力分别为 RB（方
向向下为正值）和 RC（方向向上为正值） �则

W22＝－ 14（1－μ） Db·
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－RB［ x（ y2－2by） －（2－μ） x33 ］ ＋RC［ xy2－（2－μ） x33 ］
（7）

2∙3　自由边剪力对应的 W23
自由边上的剪力包括作用在边界上的外荷

载�也包括位于边界上柱支座产生的柱支反力�在
y ＝0边界上�剪力向上为正值�在 y ＝b 和x ＝a
边界上剪力向下为正值�将已知的边界剪力表示
成如下形式

Vx ＝qxa＋R0x2＋ ∑
n＝1�2Rnx2cosβy�x ＝a

Vy ＝qy0＋ ∑
m＝1�3�5Rmy1sin ax �y ＝0

Vy ＝qyb ＋ ∑
m＝1�3�5Rmy2sin ax �y ＝b

（8）

式中：qxa�qy0�qyb分别为x ＝a�y ＝0�y ＝b 边界
上作用的均布剪力．其它形式剪力可表示成级数
形式�其中 R0x2为 n＝0时的 Rnx2�则

W23＝－qxax36D ＋ qy02Db （ x
2－2ax）（ y2－2by）2（2－μ）

－ qyb2Db （ x
2－2ax） y22（2－μ） －R0x26D x3－

1
D（μ－1） ∑n＝1�2

Snx2
β3chβashβxcosβy ＋

1
D（μ－1） ∑

m＝1�3�5
1

α3shαb［ Rmy1chα（b －

y） －Rmy2chαy］ sinαx （9）
对应边界上一次线性分布的剪力或抛物线分

布的剪力�其特解也可以采用多项式形式�但要使
W23满足支承边挠度为零条件及在自由角点上对
应的角点力为零值�表达式非常复杂�为简便起
见�常将其表示成级数形式．当ᐁ4W23≠0�在确
定 W24时必须考虑这个情况．
2∙4　板面法向力对应的 W24

板面荷载包括作用在板上的分布荷载、局部
分布荷载或集中力�也包括位于板内的柱支座产
生的柱支反力�为使组合特解 W2满足式（1） 所示
的平衡微分方程�与特解W24对应的q（ x �y） 为扣
除ᐁ4W21和ᐁ4W23以后的荷载值�首先将荷载展
成双重三角级数的形式�设
q（ x �y） ＝ ∑

m＝1�3�5 ∑
n＝0�1�2

Tmnsinαxcosβy
＝ ∑

m＝1�3�5
Tm0sinαx ＋∑

m＝1�3�5 ∑n＝1�2Tmnsinαxcosβy
（10）

则

W24＝ ∑
m＝1�3�5

Tm0
Dα4sinαx ＋

∑
m＝1�3�5 ∑

n＝1�2
Tmn

D（α2＋β2）2sinαxcosβy （11）
当板面作用均布荷载或线性分布荷载时�

W24也可用多项式表示�如当 q（ x �y） ＝q 时

W24＝ q24D（ x4－4ax3） （12）
利用四边的边界条件�可以建立以 Am�Bm�

Cm�Dm�En（ E0） �Fn（ F0） �Gn（ G0） �Hn（ H0） 为未

知量的线性方程组．方程左端是通解 W1中未知
量的系数项�方程右端包括板的边界条件以及特
解 W2对应的边界条件值．通解 W1中级数取项数
越多�方程组系数矩阵阶数越大�但特解 W2中级
数取项数与阶数无关�适当加大 W2中的级数取
项数有利于计算精度的提高．

对图1（a） 所示的悬臂板�利用上述方程组即
可以求解；对图1（c） �（d） �（e） 所示一边简支一柱
支座支承的矩形板�在求解待定系数的线性方程
组中�E0所对应的系数项全为零�这是因为式（3）
中�E0x 代表板绕x ＝0边界的刚体转动�它与 x
＝0边界的挠度条件及其它力的边界条件无关．
这表示在这8组方程中一定有一个方程是多余
的�从数学意义上讲�该系数项形成的N个N维向
量一定是线性相关的�其系数矩阵的秩为 N －1．
为使方程有唯一解�必须删去一个多余方程．这个
方程按下列方法选择：由于 E0是对应n ＝0时的
系数�柱支反力计算已利用了对 y 轴弯矩平衡条
件�因此应删去对应 x ＝0边界弯矩条件建立的、
且 n ＝0时的方程�同时系数 E0由柱支座的挠度
条件确定�即 x ＝x1�y ＝y1时

W ＝ △1 （13）
式中：x1�y1为柱支座的坐标值；△1为柱支座处的
挠度值�方向向下为正值．

3　逆向分析验证法
逆向分法验证法是首先假设板的挠度曲线

（或相对挠曲线） �逆向推算相应的荷载条件、边界
条件�并计算柱支座支反力�然后用本文方法确定
特解 W21�W22�W23�W24�引用边界条件和柱支座
的挠度条件确定 W1中特定系数�最后将计算结
果与理论值进行比较�从而可以比较真实地判断
本方法的计算精度．对于图1（a） 所示的悬臂板�

设板面挠度曲线为 W＝ q3D x424＋x2y28 ＋y424 ．它
对应板面荷载为均布荷载 q ；支承边 x ＝0处 W

＝ qy472D；自由角点处角点力为 RB ＝0�RC ＝－
（1－μ）3 qab ；自由边上剪力为：x ＝ a 时Vx ＝－

（4－μ）6 qa �y ＝0时 Vy ＝0�y ＝ b 时 Vy ＝－

25第2期　　　　　　　　　　　　　 许琪楼等　一边支承矩形板弯曲精确解法　　　　　　　　　　　　　　　



（4－μ）6 qb ．对应上述条件�有

W21＝qb3y72D ＋ q72D［ （ y4－b3y） －

　　　 y22－μ（6x2－12ax）］
W22＝ qa12D［ xy2－（2－μ）x33 ］
W23＝（4－μ）qax336D ＋（4－μ）q（ x2－2ax） y224D（2－μ）

W24＝ q72D（ x4－4ax3）
（14）

式中：对应于 W24的 q（ x �y） ＝ q － Dᐁ4W21－

Dᐁ4W23＝ q3．引入相应的边界条件后�得W1＝0�
即W＝W21＋W22＋W23＋W24＝ q3D x424＋x2y28 ＋y424 �
与理论值完全相同．对于图1（c）�（d）�（e） 所示一边
简支－柱支座支承的矩形板�设板的相对变形曲线

W′＝ q3D x424＋x2y28 ＋y424 �考虑柱支座处位移条件
后�可得板实际的挠曲线．反推该挠曲线对应的荷载
条件、边界条件、角点力条件�并对x ＝0轴取矩�得
柱支反力R1＝0．按本文方法计算时�特解W21�W22�
W23�W24同式（14）�代入边界条件后得W1中除E0外
所有系数均为零值�再考虑柱支座处的位移条件得
与理论解相同的结果．该算例清楚表明�只有全面引
入特解 W21�W22�W23�W24�才能得到如此精确的结
果．

现再次采用逆向分析法�设板面挠度曲线（或相

对变形曲线） 为 W ＝ q
Da

2b2sin πx
a sin πy2b �它对应板

面荷载为qπ4
a2b2（b

4＋12a2b2＋a416）sin πx
a sin πy2b ．支承

边 x ＝0的挠度 W ＝0．自由角点处角点力 RB ＝
（1－μ）qabπ2�RC ＝0．自由边上剪力为x ＝a 时�

Vx ＝－qπ3
a ［ b2＋（2－μ） a2

4］sin πy2b ；y ＝0时�Vy

＝qπ3
b ［ a2

8＋（2－μ） b22］sin πx
a ；y ＝b 时�Vy ＝0．

对应上述条件有

W21＝0
W22＝

RB4（1－μ） Db［ x（y2－2by） －（2－μ）x33 ］
W23＝－

Rox26Dx3－ 1
D（μ－1）∑n＝1�2 Rnx2

β3chβashβxcosβy ＋

　　　 1
D（μ－1） ∑

m＝1�3�5
Rmy1

α3shαbchα（b －y）sinαx

W24＝ ∑
m＝1�3�5

Tm0
Dα4sinαx ＋

　　　∑
m＝1�3�5∑n＝1�2 Tmn

D（α2＋β2）2sinαxcosβy
（15）

式中：
R0x2＝－2qπ2

a b2＋（2－μ） a2
4 ；

Rnx2＝ qπ4
ab2 b2＋（2－μ） a2

4 β2－ π2b
2

；

Rmy1＝－2qπ4
a2b

a2
8＋（2－μ） b22 sin mπ2

　　　 α2－ π
a

2
；

Tm0＝－4qπ4
a4b2 b4＋a2b22 ＋a2

16 sin mπ2
　　　 α2－ π

a
2

；

Tmn ＝2qπ6
a4b4 b4＋a2b22 ＋a4

16 sin mπ2
　　　 α2－ π

a
2

β2－ π2b
2

．

该算例的特点是 W23及 W24要采用级数形
式．表1列出悬臂板的计算结果并与理论解的对
比．计算时取 q ＝1、D ＝1、a ＝b ＝1、μ＝0∙3．
通解 W1中级数取前5项�特解级数取前25项�与
理论解相比�前4位有效数字是基本相同的�对于
一边简支一柱支座支承的矩形板计算结果类同．

表1　挠度及弯矩系数
Tab．1　Deflection and moment coefficients

计算点 本文值 理论值

x　　　 y　　　 W　　　 Mx My W Mx My

0∙5 0 －0∙00002 　－0∙00679 　　0∙03198 　　0 　　0 　　0
0∙5 0∙25 0∙38271 4∙06043 2∙07731 0∙38268 4∙06020 2∙07731
0∙5 0∙5 0∙70712 7∙50221 3∙83829 0∙70711 7∙50228 3∙83838
0∙5 0∙75 0∙92389 9∙80212 5∙01499 0∙92388 9∙80220 5∙01508
0∙5 1∙0 1∙00001 10∙60964 5∙42863 1∙00000 10∙60981 5∙42828
0∙25 0∙5 0∙50000 5∙30476 2∙71408 0∙50000 5∙30491 2∙71414
0∙75 0∙5 0∙50004 5∙30486 2∙71424 0∙50000 5∙30491 2∙71414
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4　超静定弯曲
对图1（b） �（f） 所示的矩形板�利用静力平衡

条件无法确定柱支反力�这些板的弯曲为超静定
弯曲．撤去多余的柱支座而代之以未知力�得到一
个静定弯曲的基本体系�分别计算基本体系在原
荷载和单位未知力作用下的弯曲�由多余柱支座
处的挠度条件求出未知力�利用叠加法即可求解．
如图1（f） 所示矩形板�欲求角点 O�A�B�C 发生
沉陷△O�△A�△B�△C�但OA 边仍保持直线时的
弯曲解�可撤去 C 角点支座而代之以支反力
RC（方向向上为正） ．基本体系仅考虑 RC ＝1作用
时�由平衡条件得B 角点柱支反力RB ＝1（方向向
下为正） ．由此确定 W21＝0�W22＝－ xy2D（1－μ） �
W23＝0�W24＝0．利用边界条件及角点 B 柱支座
处挠度条件（基本体系的△B ＝0） �得 W1＝0即
W ＝ W22＝－ xy2D（1－μ） ．再考虑当基本体系角
点O�A�B 发生沉陷△O�△A�△B且OA 边仍保持

直线时的弯曲�有 W21＝ ΔO ＋
（ ΔA －ΔO） y

b �W22
＝ W23＝W24＝0．由边界条件得 W1中E0以外其
它系数均为零值�并由 B 角点处柱支座挠度条件

得E0＝
（ ΔB －ΔO）

a �即有 W＝ΔO＋
（ ΔA －ΔO） y

b

＋（ ΔB －ΔO） x
a �最后由 C 角点的位移条件得支反

力RC ＝－2D（1－μ）
ab （ △C＋△O－△A－△B） ．由

叠加法得原结构的弯曲解W＝ΔO＋
（ ΔA －ΔO） y

b

＋（ ΔB －ΔO） x
a ＋（ ΔC ＋ΔO －ΔA －ΔB） xy

ab �与理
论解完全相同．
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Accurate Solution Method of Rectangular Plate Bending with One Supported Edge

XU Qi －lou1�　BAI Yang1�　WANG Hai2
（1．College of Civil Engineering�Zhengzhou University �Zhengzhou 450002�China ；2．Henan Provincial Water Conservancy Research
Institute �Zhengzhou 450003�China）
Abstract ：For the rectangular plate bending with a supported edge �the available method has such drawbacks to the
different technique as low precision and small suitable region because of the variety of boundary condition ．The ac-
curate solution method in this paper divides the plate bending into the generalized statically determinate bending and
indeterminate bending�and uses a unified expression of homogeneous solution and composite particular solution for
the former ．The particular solution can all together satisfy the governing differential equation �the deflection condi-
tion along the supported edge �the shear force condition along the free edge �the concentrated force condition at the
column support �hence the plate bending can be solved directly by the boundary conditions of four edges and the
displacement condition at column support ．For the latter the superposition method can be used ．The very method has
the advantage of high precision and has proved by inverse analysis examples ．
Key wards ：rectangular plate ；elastic plate bending；accurate solution
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