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简支梁随机特征值的探讨

魏泽丽�陈　淮
（郑州大学土木工程学院�河南 郑州450002）

摘　要：根据具有不定参数的结构特征值Taylor 展开式�推导出特征值随机变化的统计特性（ 均值、方
差）计算公式．以具有随机参数的简支梁为例�运用摄动Riccati 传递矩阵法�计算了简支梁在结构质量密
度发生随机变化时结构特征值的统计特性�通过数值解和理论解的比较�验证该方法的适用性�利用该
方法还计算了当简支梁截面抗弯刚度和长度分别发生随机变化时随机特征值的均值及方差�定量描述
了具有随机参数的简支梁结构特征值的统计特性．
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0　引言
对于具有确定性参数的任何复杂工程结构�

可以使用ANSYS�SAP�ADINA 等大型通用结构分
析程序进行结构动态分析�然而�由于工程结构的
复杂性�构件制造、安装存在误差�工程材料本身
具有随机特性�使得结构参数也具有随机性�这就
导致结构振动的动态特性和动态响应也都具有随

机性�因此�进行具有随机参数结构的随机动态特
性的统计特性分析�具有一定的工程应用价值和
学术价值．在具有随机参数结构的动力分析中�有
Monte Carlo 数值模拟法、随机有限元法、随机摄动
法和传递矩阵法等�对于一维结构�由于传递矩阵
法只需要对一些矩阵阶次很低的传递矩阵进行连

续的矩阵乘法运算�这大大节省了计算工作量和
减少误差的积累�所以�该方法是进行快速灵敏度
分析和重分析的有力工具［1］ �本文根据摄动Ric-
cati 传递矩阵法�利用不定参数结构特征值的1阶
和2阶摄动值�得到随机特征值的统计特征�文中
具体以简支梁为例�求得了随机特征值的数值解．
1　摄动Riccati 传递矩阵法

Riccati 传递矩阵法是在 Myklestad －Prohl 传
递矩阵法的基础上�利用Riccati 矩阵变换得到2
个相邻截面状态向量间的传递关系［1�2］ ：

f
e i ＋1

＝
u11 u12
u21 u22

f
e i

（1）
引入Riccati 变换

｛f｝i ＝［ S］ i｛e｝i （2）
式中：［ S］ i 称为Riccati 传递矩阵．文献［1�2］ 中给
出了Riccati 传递矩阵的递推关系式：
　　［ S］ i ＋1＝［ u11Si ＋u12］ i［ u21Si ＋u22］ －1

i （3）
式中�u11�u12�u21�u22均为4×4阶子矩阵�其具
体表达式见文献［1�2］ ．

假定ωp 是一维不定参数结构的第p 阶特征
值�bj（j ＝1�…�m） 是一维不定参数结构的 m 个
不定参数�可以表示为［2］

　　bj ＝ bj0（1＋εj） �（j ＝1�…�m） （4）
式中：bj0是不定参数的均值；εj 是表征结构不确

定性的小参数�且|εj |≪1．
结构特征值不确定性来自结构参数的不确定

性�这种不确定性可以将不定参数结构的第 p 阶
特征值用Taylor 展开表示为

ωp ＝ ωp �0＋∑m

j ＝1
ωp �jεj ＋∑m

j ＝1∑
j

k ＝1
ωp �jkεjεk （5）

式中：ωp �0为 bj ＝ bj0时结构的特征值�即结构特
征值ωp 的0阶摄动；ωp �j 为由结构参数不定性所

产生的结构特征值ωp 的1阶摄动；ωp �jk 为由结构

参数不定性所产生的结构特征值ωp 的2阶摄动．
为了应用方便�把式（5） 改写为如下形式：
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　　ωp ＝ ωp �0＋∑m

j ＝1
ωp �j εj ＋∑m

j ＝1∑
m

k ＝1
ω^p �jkεjεk （6）

其中�ωp �jk 与ω^p �jk 之间有如下关系：

ω^p �jk ＝ω^p �kj ＝ ωp �jk2 �（j ＝2�…�m；k ＝1�…�j －1）
ω^p �jj ＝ ωp �jj �（j ＝k ＝1�…�m）

（7）
其它传递参数的摄动表达式可以类似写

出［2］ ．

2　随机特征值的统计特性
在实际工程结构中�如果结构的参数具有随

机性�则该结构是一个随机参数结构�其特征值是
随机的�结构特征值的随机性来源于结构参数的
随机性．由式（4） 可以看出�由于bj0是随机参数bj

的均值�可以推出小参数εj 是具有零均值的随机

变量�写成矩阵形式有
E｛ε｝＝｛0｝ （8）

如果εj（j ＝1�…�m） 服从正态分布�由式
（6） 、（8） 可以得到随机参数结构第 p 阶特征值的
均值和方差为

　　E（ ωp） ＝ ωp �0＋∑m

j ＝1∑
m

k ＝1
ω^p �jkE（εjεk） （9）

　　D（ ωp） ＝ E［ （ ωp －E（ ωp）］ 2

　＝∑m

j ＝1∑
m

k ＝1
ωp �jωp �kΕ（εjεk） ＋

　　∑m

j ＝1∑
m

k ＝1∑
m

l ＝1∑
m

s ＝1
ω^p �jkω^p �ls［ E（εjεs） E（εkεl） ＋

　　E（εjεl） E（εkεs）］ （10）
本文计算公式可用于简支梁桥［3］ 的动态特

性统计分析和概率损伤诊断．

3　数值算例
已知简支梁结构计算简图如图1所示�结构

计算参数为［4］ ：质量密度ρ＝7800kg／m3；长度L
＝10m；弹性模量＝2．0×1011N／m2；直径 d ＝
0．2m．设简支梁的质量密度ρ、截面抗弯刚度
EI 、长度 L 为独立的随机变量�其标准差分别为
σρ＝156kg／m3�σEI ＝6．22832×105N·m2�σL ＝
0．05m．

简支梁前4阶横向振动的固有频率分别为：
ω1＝24．988rad／s �ω2＝99．953rad／s �
ω3＝224．895rad／s �ω4＝399．813rad／s ．

图1　简支梁
Fig．1　Si mple supported beam

　　当简支梁仅质量密度为随机变量�其它参数
为确定性参数时�特征值ω的方差理论解为［5］

　　Diag σ（1）
ω

2�σ（2）
ω

2�σ（3）
ω

2�σ（4）
ω

2

＝ π2σρ
2L2ρ
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ρA

2
Diag（1�16�81�256） ＋

　
3π2σ2ρ
4L2ρ2

EI
ρA

2
Diag（1�16�81�256） （11）

用摄动Riccati 传递矩阵法计算得到的特征值的
均值和方差列于表1．

表1　随机特征值理论解与计算解的比较
Tab．1　The comparison bet ween the theoretical values and the numerical values of the stochastic eigenvalues

振型 特征值均值／（rad·s－1） 特征值方差理论解／（rad2·s－2） 特征值方差数值解／（rad2·s－2） 误差／％
1阶 24．9917 0．062496 0．0625 0．0064
2阶 99．9680 0．999959 0．9995 0．0460
3阶 224．9287 5．062330 5．0601 0．0441
4阶 399．8730 15．999400 15．9922 0．0449

　　从表1可以看出�用摄动Riccati 传递矩阵法
求解特征值ω的方差最大误差仅仅为0．046％�这
说明本文所用公式正确�和文献［4］ 中计算结果
的精度相比较�计算结果十分接近．

当简支梁的长度 L 为随机变量且δ＝0．005
时�计算得出相应的特征值均值和方差列于表2；当
截面抗弯刚度 EI 为随机变量且δ取不同值时�计
算得出相应的特征值均值和方差如表3所示．

表2　简支梁随机特征值的统计特性
Tab．2　The statistics of stochastic eigenvalues of

the si mple supported beam

振型
特征值均值／（rad·s－1） 特征值方差数值解／（rad2·s－2）

1阶 24．9899 0．0624
2阶 99．9605 0．9992
3阶 224．9119 5．0579
4阶 399．8430 15．9838
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表3　简支梁随机特征值的统计特性
Tab．3　The statistics of stochastic eigenvalues

of the si mple supporteal beam

振型
特征值均值／（rad·s－1）
δ＝0．04 δ＝0．15

特征值方差／（rad2·s－2）
δ＝0．04 δ＝0．15

1阶 24．983 24．9177 0．24983 3．5223
2阶 99．933 99．6719 0．99682 56．6719
3阶 224．850 224．2626 20．23056 285．2353
4阶 399．733 398．6891 63．91350 901．1311
　　从表1～3中的数据可以看出�对于特征值ω
的均值�由于简支梁的质量密度ρ、截面抗弯刚度
EI 和长度L 的随机性引起的结构参数变异系数分
别小于0．04和0．005时�随机性对特征值的影响
可以忽略不计�当结构参数的变异系数较大时�比
如当截面抗弯刚度 EI 的变异系数为0．15时�随
机性对特征值的影响必须考虑；对于特征值ω的
标准差�梁质量密度ρ、长度 L 的影响较梁抗弯刚
度 EI 的影响小．

4　结束语
本文主要探讨一维具有随机参数的结构随机

特征值统计特性计算问题�通过摄动Riccati 传递

矩阵法�利用不定参数结构特征值的1阶和2阶摄
动值�得到随机特征值的统计特征�以简支梁为
例�求出了具有随机参数的简支梁的随机特征值
ω在质量密度ρ为随机变量时对应的均值和方
差�并与理论解相比较�验证了本文采用方法的正
确性�本文计算结果可为验证其他计算随机特征
值方法提供数据；文中还计算出了当简支梁的抗
弯刚度 EI 和长度L 分别为随机变量时特征值的
均值和方差�根据计算得到的数据�可以看出随机
参数对结构随机特征值的影响．
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Study on Stochastic Eigenvalues of a Si mple Supported Beam

WEI Ze －li �CHEN Huai
（College of Civil Engineering�Zhengzhou University �Zhengzhou 450002�China）

Abstract ：On the basis of Taylor’s expansion of the eigenvalues with random parameters �the formulae of calculat-
ing the statistics （the mean value and the variance） are obtained ．Using the perturbation Riccati transfer matrix
method a si mple supported beamis used as an example ．When the mass density is stochastic �the statistics of eigen-
values obtained by the method given in this paper are compared with the theoretical values to verify the method pre-
sented in this paper ．Then with the method �the mean value and variance of eigenvalues of the si mple supported
beam with stochastic anti －bending and calculation length are calculated respectively ．The statistics of eigenvalues
of a si mple beamstructure with random parameters are quantitively described ．
Key words ：transfer matrix method ；random parameters ；eigenvalue ；mean value ；variance
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