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判别Halley 方法逼近零点的两个充分条件
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摘　要：利用单点信息的方法�研究了求解解析算子中方程零点的Halley 方法�解决了从任意一点本身
的信息出发�判断其为Halley 方法的逼近零点的两个充分条件．相对于Smale 曾提出的对Newton 方法α
至多为3－22�该方法对一般有理迭代都可实现．
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0　引言
　　Smale 在国际数学家大会的报告［1］ 中研究了
Newton 方法的连续复杂性�其中起关键作用的是
用单点信息估计求解解析算子方程的Newton 方
法的收敛性态［2］ �这是自Kantorovich 以来关于算
法收敛性分析的又一成功范例．这种方法对比较
不同算法的收敛性态有着十分重要的意义［3�4］ ．
本文旨在Smale 方法的基础上对Halley 方法进行
研究．

设IE�IF 是Banach 空间�f 是从IE 到IF 的解
析算子�考虑用Halley 迭代

xn＋1＝H（ xn）2＝
xn－［ I －12Df（ xn） －1D2f（ xn） Df（ xn） －1·
f（ xn）］ －1Df（ xn） －1f（ xn） （1）

式中：n＝0�1�2�…．
求解方程

f（ x）＝0 （2）
按Smale 的做法�定义Halley 方法的逼近零

点如下．
定义1　称 x 是用Halley 方法求解式（2） 的

一个逼近零点�如果 xn＝H（ xn－1） �x0＝x 对一切
自然数有意义�并且存在正常数 q＜1�使得

‖xn＋1－xn‖≤q3
n－1‖x1－x0‖

成立．记β（x �f）＝‖Df（ x） －1f（ x）‖；

δ（x �f）＝‖［ I －12Df（ x） －1D2f（ x） Df（ x） －1·
f（ x）］ －1Df（ x） －1f（ x）‖；

γ（x �f）＝SUP
k＞1 Df（ x） －1Dkf（ x）

k ！

1
k－1；

α（x �f）＝β（x �f） γ（ x �f） ；
w（ x �f）＝δ（x �f） γ（ x �f） ．

有时简记β（ x �f） ＝β（ α） ＝β�其余类似�若
求逆不存在�则令相应的值为＋∞．

定理1　如果 x ∈IE 满足α（ x） ＜α0�α0≈
0．16624�那么 x 是逼近零点．有

（1） xn＝H（ xn－1） �x0＝x 对一切自然数有意
义；

（2） α（ xn）≤q3
n－1α（x0） �n＝0�1�2…；

（3） ‖xn＋1－xn‖≤q3
n－1‖x1－x0‖�n＝0�

1�2�…．

其中：q ＝ g α（ x0）1－α（x0） ＜1�g（ t ） ＝2t2／［ 2（1－
t）2－1］ 2．

定理2　如果 x ∈IE 满足 w（ x） ＜b0�b0≈
0．19389�那么 x 是逼近零点�并且定理1中（1）
和（3）成立�（2）相应为 w（ xn） ≤q3

n－1w（ x0） �x0＝
x �n＝0�1�2�…�其中 q ＝ h（ w（ x0）） ＜1�h（t）

＝［1－ 2t3
Ψ（t）2］

－1 2t2
Ψ（t）2�Ψ（t）＝2t2－4t ＋1．
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1　定理的证明
为了证明定理�先导出几个引理和性质．
引理1［1］ 　（1） 如果α＝βγ＜1�那么δ≤β／

（1－βγ） �w≤α／（1－α） ．
（2） 如果 w＝δγ＜1�那么β≤δ／（1－δγ） �

α≤w／（1－w） ．
引理2［2］ 　设 x′�x ∈IE�如果‖x′－x ‖

γ（x）＜1－22�那么

（1） Df （ x′） －1存在�并且有‖ Df （ x′） －1

f（ x）‖＜1／［2－φ′（‖x′－x‖γ（x））］ ．
（2） γ（ x′）≤γ（x）／［2－φ′（‖x′－x‖·

γ（x））］ （1－‖x′－x‖γ（x））3．
其中φ（t）＝1／（1－t） �φ′（t）＝1／（1－t）2．
引理3　如果 w（ x）＜1�x′＝H（ x） �那么
（1） ‖Df（ x） －1f（ x′）‖≤2δ（x） w（ x）2／（1－

w（ x）） ．
（2） 如果又有α（x）＜1�那么可得
‖Df（ x） －1f（ x′）‖≤2β（x） w（ x）2／（1－

w（ x））＝2δ（x）α（ x） w（ x）／（1－w（ x）） ．
证明：利用Taylor 展开可得
Df（ x） －1f（ x′） ＝Df（ x） －1f （ x） ＋（ x′－x） ＋

12Df（ x） －1D2f（ x）（ x′－x）2＋

∑∞
k ＝3

Df（ x）－1Dkf（ x）
k ！ （ x′－x） k （3）

将式（1）变形得
（ x′－x）＋Df（ x） －1f（ x）＝

12Df（ x） －1D2f（ x） Df（ x） －1f（ x）（ x′－x） （4）
把式（4）重复代入式（3） �得

Df（ x） －1f（ x′）＝12Df（ x） －1D2f（ x）－
12Df（ x） －1D2f（ x） Df（ x） －1f（ x）（ x′－x）2＋

∑∞
k ＝3

Df（ x）－1Dkf（ x）
k ！ （ x′－x） k �

于是有

‖Df（ x） －1f（ x′）‖≤γ（x）2β（x）δ（ x）2＋
δ（x） ∑∞

k ＝3
w（ x） k－1＝ w（ x）2（β（ x） ＋ δ（x）1－w（ x）） ．

利用引理1可知�上式不大于2δ（ x） w（ x）2／
（1－w（ x）） �这就证明了结论（1） �利用引理1可
类似得到结论（2） �证毕．

引理4　如果 w（ x） ＜1－22�x′＝H（ x） �那

么

（1）β（ x′）＜2δ（x） w（ x）2（1－w（ x））／
Ψ（ w（ x）） ；

（2）β（ x′）＜2β（x） w（ x）2（1－w（ x））／
Ψ（ w（ x）） ＝2δ（ x） α（ x） w（ x） （1－w（ x））／
Ψ（ w（ x）） �
其中：Ψ（t）＝（2－φ′（t））（1－t）2＝2t2－4t ＋1．

性质1　如果 w（ x） ＜1－22�x′＝H（ x） �那
么

（1）α（ x′）＜2w（ x）3／Ψ（ w（ x））2�
（2）α（ x′）＜2α（x） w（ x）2／Ψ（ w（ x））2．
引理5　设 g（ t ） ＝2t2／Ψ（t）2�t ∈［0�1－

22］ �则 g（t） 在 t ∈［0�1－22） 严格单调上升�且

g（0）＝0�g（1－22） ＝＋∞．又设 c0是 g（ t） ＝1
的最小正根�则0＜c0＜1－22�并且当0≤t ≤c0
时�0≤g（t）≤1．

性质2　如果α（x）＜3－27 �x′＝H（ x） �那么

α（x′）＜2α（x）［ α（x）1－α（x）］ 2／Ψ（ （ x）1－α（x））
2．

性质3　如果0≤e n ≤Ae3n－1�对任意自然数
n 成立�那么 e n≤（ Ae0）3

n－1e0．
下面来证明定理1．

由引理5知�c0＜1－22�g（t0） ＝1�记α0＝
c0／（1＋c0） �当α（ x0） ＜α0＜3－27 ≈0．297�即

α（x0）1－α（x0） ＜c0�由性质2得：α（ x1） ＜q2α（ x0） ＜α

（x0）＜3－27 �由性质2不难归纳得出α（ xn） ＜α0

＜3－27 �因此�xn＝H（ xn－1）对一切自然数 n 都
有意义．

注意到1／Ψ（t）2的单调性及性质2和性质
3�容易得结论（2） �并且 q＝ g（ a（ x0）1－α（x0）） ．

最后证明（3） ．由α（xn）＜α0可得到 w（ xn）＜
c0＜1－22．重复应用引理1及引理4�再注意到某
些单调性�可得

δ（ xn ） ≤ β（ xn ）／（1－ α（ xn ）） ≤
δ（xn－1）·2α（xn－1） w（ xn－1）（1－w（ xn－1））

Ψ（ w（ xn－1））（1－α（xn））
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≤ δ（xn－1）·2α（xn－1）2
Ψ（ w（ xn－1））（1－α（xn－1））（1－α（xn））

≤δ（xn－1）
2α（xn－1）2

Ψ（ w（ xn－1））（1－α（x0））2
．

利用结论（2）可得
δ（xn）≤δ（xn－1）（ q2）3

n－1·2（ α01－α0）
2／

Ψ（ α01－α0）
2＝（ q2）3

n－1δ（xn－1） ．

在证明过程中�我们利用了0＝Ψ（1－22） ≤
Ψ（ w（ xn－1）） ≤Ψ（0） ＝1�由此可得 δ（ xn） ≤
q3

n－1·δ（x0） �从而完成定理1的证明．
为证明定理2�再引入性质4．
性质4　如果 w（ x）＜c0�x′＝H（ x） �那么

（1） δ（ x ） ＜ ［ 1 － 2w（ x）3
Ψ（ w（ x））2］ －1·

2w（ x）2（1－w（ x））
Ψ（ w（ x）） ·δ（x） ；

（2） w （ x′） ＜ ［ 1 － 2w（ x）3
Ψ（ w（ x））2］ －1·

2w（ x）3
Ψ（ w（ x））2．

引理6　设 h（ t） ＝（1－ 2t3
Ψ（t）2）

－1· 2t2
Ψ（t）2�

则 h（t）在 t ∈［0�c0］ 上严格单调上升且 h（0） ＝
0�h（c0）＞1．设 b0是 h（t） ＝1的最小正实根�则
0＜b0＜c0且当 t ∈［0�b0］ 时�0≤h（t）≤1．

利用以上两个结论�类似于定理1的证法�同
样可得定理2．

2　结论
（1） 数值 a0�b0的近似值是通过计算机求得

的．Smale 曾指出对Newton 方法α至多为3－22
≈0．17157�而本文的结论对一般有理迭代都可
实现．

（2） 与本文定理1、定理2相应的Kantorovich
型结果�虽然在文献［5］ 、［6］ 和［7］ 中已求得�但与
这些结果相比�利用单点信息的方法更为明快简
洁．
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Two Sufficient Conditions of Examinning Approxi mate Zeros on Halley’s Method
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Abstract ：In this paper the Halley’s method for solving analytic operator equations from data at one point is stud-
ied ．Two sufficient of examinning approxi mate zeros from data at one point itself is obtained ．Particularly �Smale once
suggested that αshould be less than 3－22by Newton method and the method in this paper can be applied to ra-
tional iteation in general ．
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