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摘 要：针对现有钢筋混凝土平面单元模型所存在的问题，建立了在各种配筋形式下钢筋混凝土平面

问题四边形单元组合模型，导出了这些模型的单元刚度矩阵的一般表达式 ,与弥散单元模型的对比分析
表明，组合单元模型不仅符合有限元离散的基本理论，而且可较精确地反映钢筋的实际结构作用，具有

较强的实用性 ,
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钢筋混凝土有限元单元模型能否反映结构的

实际和材料的力学形态，将对实际结构的有限元

分析计算结果起着至关重要的作用，而且模型离

散的复杂与否，也直接影响计算工作量和计算效

率 ,现有的钢筋混凝土单元有整体式、分离式和组
合式三种模型［( 1 +］：整体式模型是将钢筋均匀弥

散于整个单元中，但不能反映结构的实际和材料

的力学形态；分离式模型虽符合结构实际，但其离

散复杂，计算工作量大；组合式模型既能符合结构

实际，离散也相对简单，但目前对此模型大多只研

究了平面四边形单元含一根纵向钢筋的情况，而

对含多根纵向钢筋、含一根或多根横向钢筋、同时

含有纵向和横向钢筋情况下的平面四边形单元还

缺乏深入、系统的研究 ,本文分别对各种配筋情况
下的钢筋混凝土平面问题四边形单元进行了分

析，导出了各种情况下的组合式模型单元刚度矩

阵计算表达式 ,

( 钢筋混凝土有限元整体式和分离式模
型分析

钢筋混凝土整体式模型和分离式模型如图 (
所示 ,分离式模型是把钢筋和混凝土分别离散成
单元 ,此种模型虽能反映结构实际，但对于复杂结
构或配置较多钢筋的结构，不仅离散复杂，而且计

算工作量也非常大，因而实用性较差；整体式模型

是将钢筋弥散于整个单元中，并把单元视为某种

图 ( 钢筋混凝土单元的两种模型
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连续均匀材料，相应的单元刚度矩阵可按一种材

料的一般平面问题求得，且弹性矩阵由钢筋和混

凝土两部分组成：

［!］2!［"］.［#］［"］3$； （(）

［#］%［#4］&［#5］’ （!）
式中：［#4］为混凝土刚度矩阵；［#5］为等效弥散

钢筋的弹性矩阵 ’若钢筋弹性模量为 (5，则

［#5］2 (5
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式中：!)，!* 分别为沿 )，* 方向的配筋率 ’
式（(）和（!）表示的整体式钢筋混凝土有限

元，虽然计算简单，但把钢筋和混凝土两种不同材

料通过弥散作为一种材料处理后，再考虑钢筋的

轴向作用而忽略横向影响和配筋后的综合作用，

就与实际材料的力学性能有较大差异，而且把钢

筋弥散于单元本身也不能反映钢筋混凝土的实际

情况 ’因此，分别计算混凝土的刚度矩阵和钢筋的
刚度贡献矩阵，然后予以迭加，从而求得整个单元

的刚度矩阵，是符合有限元的基本理论和计算方

!""!年 (!月
第 !’卷 第 +期

郑 州 大 学 学 报（ 工 学 版 ）

6789:;< 7= >?@:AB?78 /:CD@9ECFG（H:AC:@@9C:A 5IC@:I@）
J@I- !""!
K7<-!’ L7-+

万方数据



法的 !

! 钢筋混凝土组合式平面四边形单元模型

!"# 含一根钢筋的平面四边形单元
纵向含有一根钢筋的四边形单元，如图 ! 所

示 !设 "# 的长度为 $，横截面面积为 % !

图 ! 含纵向钢筋的四边形单元模型
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当无钢筋时，单元刚度矩阵可按一般的等参

元方式给出［$］：

［&%］&!
#

’#!
#

’#
［(］’［)%］［(］* + * ,(!("，（$）

式中：［)%］为混凝土刚度矩阵；［(］为应变矩阵；
) + )为雅可比行列式 !
钢筋杆单元刚度矩阵可按平面杆单元计

算［$］，即

［&*］&
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式中：/ & -./#；0 & /01#；#为 1 方向与杆轴线夹
角 !
设钢筋节点力与节点位移分别为［ 2*］&

［3"，4"，3#，4#］
’，［$*］&［5"，6"，5#，6#］

’，且

［2*］&［&*］［$*］! （2）

为计算钢筋杆对单元刚度矩阵的贡献，需要

找出钢筋的节点力和节点位移与单元的节点力和

节点位移之间的关系 !若分别给定节点沿某一坐
标轴方向的单位位移，且其余各点位移不变，则钢

筋节点位移与单元节点位移间的关系为
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&［8］［$7］! （5）

式中：［8］为坐标转换矩阵 !
同理可得

［27］&［8］’［2*］， （6）
将式（2）和式（5）代入上式（6），可得［27］&［8］’

［&*］［8］［$7］，若令

［&*］&［8］’［&*］［8］， （7）
则有［27］&［&*］［$7］，［&*］为钢筋对单元的刚度

贡献矩阵 !
因此，含一根纵向钢筋的钢筋混凝土单元的

刚度矩阵为

［&*%］&［&%］8［&*］! （#3）
对于含一根横向钢筋的钢筋混凝土单元（如

图 4所示），按上述方法同样可以导出坐标转换矩
阵为

［8］&
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（##）
相应的钢筋刚度贡献矩阵和单元的刚度矩阵与式

（7），（#3）的表达式相同 !

图 4 含横向钢筋的四边形单元模型
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!"! 含多根钢筋的平面四边形单元
若单元中含有 ; 根纵向钢筋，第 < 根钢筋左
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端距单元节点 !，"分别为 !! "，!# "，右端距单元节

点 #，$分别为 #! "，## "，如图 "所示 $

图 " 含多根纵向筋的四边形单元模型
!"#%" $%&’(&)#*+ +*+,+)- ,.’+*/ 0"-1 *.)#"-%’")&* 2&(/

与上述方法相同，第 " 根纵向钢筋的坐标转
换矩阵可表示为

［%"］&［%（!! "，!# "，#! "，## "）］， （!#）
即将式（!!）中的 !!，!#，#!，## 用 !! "，!# "，#! "，## "
替换 $
第 " 根钢筋对单元的刚度贡献矩阵为
［&’"］&［%"］

(［&’"］［%"］， （!$）

’ 根钢筋的总刚度贡献矩阵为

［&’］&!
’

" & !
［%"］

(［&’"］［%"］， （!"）

式中，［&’"］为第 " 根钢筋的单刚矩阵，可由式（)）
给出 $
这样，含 ’ 根纵向钢筋的钢筋混凝土单元总

的单元刚度矩阵为

［&’*］&［&*］+［&’］$ （!)）
式中：［&*］为混凝土单元的单元刚度矩阵，可由

式（"）给出 $
对于含有多根横向钢筋的钢筋混凝土单元，

只需作节点转换（!"#"$"""!），就可以导出与
式（!!）,（!"）相对应的刚度矩阵表达式 $
#%$ 同时含有多根纵、横向钢筋的平面四边形单元
设单元中含 ’ 根纵向钢筋，含 ( 根横向钢

筋，如图 )所示 $
由式（!#）可知，第 " 根纵向钢筋的坐标转换

矩阵为［%"］，相应的刚度贡献矩阵为

［&’)"］&［%"］
(［&’)"］［%"］$ （!-）

式中：［&’)"］为第 " 根纵筋的单元刚度矩阵，由式
（)）给出 $
由式（!!）可知，第 * 根横向钢筋的坐标转换

矩阵为［%*］，相应的刚度贡献矩阵为

［&’+*］&［%*］
(［&’+*］［%*］$ （!.）

式中，［&’+*］为第 * 根横筋的单元刚度矩阵，由式
（)）给出 /

图 ) 含多根纵、横向钢筋的四边形单元模型
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于是，钢筋的总刚度贡献矩阵为

［&’］&!
’

" & !
［&’)"］+!

(

* & !
［&’+*］， （!0）

钢筋混凝土平面四边形单元总刚度矩阵为

［&’*］&［&*］+［&’］$ （!1）

" 组合模型与弥散模型的对比

为了既不失一般性而又简明可信，以图 - 所
示的平面矩形单元为例 $由于纵筋配置在单元中
间，单元厚度为 ,，钢筋横截面面积为 -’，横向配

筋率为!. &
-’
##,，/ & #!，则可以由式（!）,（$）计

算得到弥散模型钢筋的刚度贡献矩阵为

图 - 沿纵向配筋的四边形单元
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（#2）
由式（)），（0），（1）计算得组合式模型钢筋的刚度
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贡献矩阵为
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从式（’%）和（’$）可以看出，组合模型的刚度

贡献矩阵主对角元素比弥散模型大，这说明组合

模型的单元刚度比弥散模型的单元刚度大，也就

是说，弥散模型因“弥散”而削弱了钢筋的实际作

用 (

) 结束语

本文建立了平面问题的各种配筋形式下钢筋

混凝土四边形单元组合模型，导出了这些模型的

单元刚度矩阵的一般表达式 (该模型不仅符合有
限元离散的基本理论，而且更符合结构的实际情

况，可较精确地反映结构实际受力状态下的内力

变形情况及钢筋的实际结构作用，具有较强的实

用性 (
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