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楔形柱平面内稳定极限荷载计算分析

刘中华，李 天

（郑州大学土木工程学院，河南 郑州 +,"""!）

摘 要：利用数值方法对楔形柱平面内稳定极限荷载的计算进行了探讨，在迭代条件中采用混合迭代

的方法，避免了在截面 ! # " #!关系计算中迭代不收敛问题；在构件的荷载 #挠度关系计算中应用弹
塑性条件，优化了计算过程，缩短了计算时间；并利用程序分析了柱子的极限荷载随楔率与柱端弯矩比

的变化规律 )所得结论可供设计人员参考 )
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门式刚架是我国目前在钢结构中应用最为普

遍的一种结构形式 )为节约钢材，降低成本，门式
刚架的截面一般都根据弯矩的变化规律而设计成

腹板高度线性变化的楔形 )由于截面的变化，使得
结构极限荷载的计算较为困难 )目前对变截面门
式刚架的计算大多集中在弹性阶段，文献［%］对楔
形柱的平面内弹性稳定进行过研究，文献［!］对变
截面门式刚架的平面内弹性稳定进行了探讨，他

们在计算中都是利用有限元方法，计算程序较为

繁锁 )本文避开了较为庞杂的有限元方法，利用数
值积分法对楔形柱的平面内稳定极限荷载的计算

进行了讨论 )

% 基本假定

（%）材料为理想的弹塑性体 )即应力"# 与应

变## 满足下列关系

"# 0 #"$ （## 1 ##$）；

"# 0##% （ ##$!##!#$）；

"# 0"$ （## 2#$）
{

&
（%）

（!）平截面假定 &即截面形状在受荷前后保
持不变 &
（$）构件的变形为小变形 &

! 计算原理

首先，建立任一截面的内力与变形（! # " #
!）之间的关系 &将工字钢截面划分为若干单元，
单元面积为 ’# &根据平截面假定，截面上任意一

点的应变##，是轴向应变#"，弯曲应变!$# 和残余
应变#(#三部分的代数和，即

## 0#" 3!$# 3#(# 4 （!）
由假定（%），即可根据应变## 求出各单元的应力

"# &由于要考虑塑性的发展，内力与变形之间的关
系需通过数值积分获得，即

) 0"
’
"#’#， （$）

! 0"
’
"#’#$# & （+）

对式（$）和（+）在整个截面上进行数值积分，即可
得到截面弹塑性状态时的 ! # " #!关系 &然后，
通过对于整个构件内外力平衡和变形协调以及截

面内力与变形之间的关系，求得构件极限荷载 &
假设构件的挠曲线为 $（*），采用泰勒级数分

段插值［$，+］，其表达式为

$（* 3 +）0 $（+）3 +$,（ *）3 +! $-（ *）. ! 3⋯
3 +/$（/）（*）3 0/ 4 （,）

式中：0/ 为余项，0/ 0 +（/ 3 %）

（/ 3 %）！$
（/ 3 %）（ * 3$+），"

1$1 %，可近似地取其平均值$0 % . ! &
根据假定 $-（*）0 #!（ *）和 $,（ *）0%（ *），

将式（,）与图 %中长度为 + 的任一单元的挠曲线
比较后可得

$# 0 $# # % 3 +%# # % #
%
! +!!# # % 3⋯

#$# # % 3 +%# # % #
%
! +!!1#， （&）

%# 0%# # % # +!# # %#%# # % # +!1# & （(）
逐级增加荷载，逐步形成荷载与位移之间的
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数值计算结果，最终由荷载的最大值得到压弯构

件的极限荷载 !

图 ! 构件单元划分
!"#$! %&’("(")* )+ ,-,.-’ /*"(

" 几个问题的讨论

" !! 迭代收敛准则
在计算构件极限荷载的过程中，首先从构件

左端开始，将构件划分为 " 个长度为 # 的单元，
如图 !所示，并假定构件左端截面转角为初始角

!#，已知构件两端挠度为 $# $ #，$" $ #，则有单元

中点处挠度 $"%! $% % ! &
#
’!% % !，单元中点处弯矩

&"% $ & & ’$"%，根据已经求出的 & % ’ %" 关
系，可以得到单元中点的曲率""%，!% $!% % ! %

#""%，$%! $% % ! & #!% % ! %
!
’ #’""%，从第一个单元

开始，依此类推，一直计算到构件最后一个单元 !
如果满足边界条件 $""!# % "，结束循环；如果不

满足，则调整!#，重复上述过程，直至 $" $ #，结束
循环 !增加 ’ 值后再重复上述过程，直到反复调
整!#也无法收敛，也就是说出现发散现象，则说

明构件已达到失稳极限承载力 !取刚开始出现这
种现象的荷载为构件的极限荷载 ’( !
" !’ 减少迭代次数的措施
")’)! 混合迭代的应用
在截面 & % ’ %"的计算过程中，先给定 ’

和"，取迭代变量## $## &（’ % (）) *+,，式中 ,
为弹性模量初始值，## $ #，( $ #，由式（!）和（’）得
到$%，代入式（"）得到第一轮的压力 (，如果不满
足收敛条件，则修正## 后重新进行迭代计算，直

至满足收敛条件，即可由式（*）得到 & !当截面进
入弹塑性阶段后，由于弹性截面积 *+的值不断变

化，经常遇到 ’ % ( 的值往复循环，出现迭代不收
敛 !如果采用全量迭代法，取迭代变量## $##（’
% (）) *,，循环一定可以收敛，但所需时间大大
增加 !本文则采取混合迭代的方法，在截面屈服达
,#-之前取## $## &（ ’ % (）) *+ ,，截面屈服达

,#-之后取用 * 代替 *+，使循环始终能以规定的
精度快速收敛 !不断增加" 值并重复上述过程，
直到截面完全屈服，即得到截面的 & % ’ %"关
系 !
")’)’ 弹塑性条件的应用
由于是楔形柱的截面，因此，每个单元都对应

不同的 & % ’ %"关系，这使得计算过程十分费
时 !本文对弹性区和弹塑性区采取不同的 & % ’
%"关系，对没有进入塑性的单元只计算其对应
截面的弹性 & % ’ %"+ 关系，进入塑性的单元才

计算其对应截面的弹塑性 & % ’ %"关系，从而
大大节约了计算时间（约 -#-左右）!另外，本文
经过反复试算得出：宜取循环变量!# $!# % #$" )
#，# $ #)#" . #)#/，一般经过 " . !#次循环即可达
到满意的精度 !

* 程序正确性验证

由于楔形柱极限荷载理论解很难求得，本文

就用等截面柱的极限荷载的计算来对程序进行验

证 !选用文献［*］中一算例进行计算，算例参数如
图 ’ 所示 !对于翼缘，当 ."0# 11时，截面上任
一点的残余应力$/% $ #)#’（ . % 0）* % -)"0（ . % 0）’

& !’0)!，2 3 11’；对于腹板，当 $"0* 11时，$/% $
#)#4$* % ,)0!$’ & !*/)!，2 3 11’；0$ $ ’"4 2 3 11’，

弹性模量 , $ ’#/### 2 3 11’，材料为理想的弹塑

性体；构件初始弯曲的矢高为长度的 ! ) !###，按

正弦曲线变化，$# $%#567!
1
2 ；截面几何性质为 *

$ ""/# 11’，3. $ !*#,44## 11*，%. $ /* ! - 11，24.
$ %.&.，3$ $ "/4-0## 11*，%. $ "" 11，24$ $ %$&$ !计
算轴心受压构件的稳定系数结果如表 !所示 !从
计算结果可以看出：按本文计算原理编制的程序

具有很好的精度，其最大误差在 ! !/*-以内 !

表 ! 焊接 0型截面轴心受压构件稳定系数
1&.$! 2(&."3"4&(")* 5)-++"5"-*( )+ &6"&3 5),7’-88")*

#
##

,-,.-’ 9"(: 9-3;-; 0 8-5(")*

& 参考文献［*］本文程序 & 参考文献［*

##

］本文程序

##’# #8,0/ #8,/# !*# #8"*- #8"4!

##*# #8,#/ #8,!! !/# #8’-# #8’-#

##/# #80,, #8-#! !-# #8’’- #8’’-

##-# #8//0 #8/0" ’## #8!-- #8!--

##!## #84*" #84*, ’’ #8!4- #8!4-
!’# #8*"/ #8**# ’*# #8!"* #8!""
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图 ! 轴心受压构件
!"#$! %&"’( )*+,-.//"*0 +.+1.-

" 不同楔率杆极限承载力分析

用本文程序对不同楔率!的构件不同端弯
矩比的极限荷载进行了计算分析，计算所选构件

的参数如下：长度 ! # $%%% &&，上下翼缘宽厚 "#

’ $# # ("% && ’ (% &&，腹板厚 % # ) &&，构件大
小端腹板高之和 $* + $, # !"% &&，楔率! # $* &
$,，作用于构件大小端弯矩比" # ’* & ’,，小端

弯矩 ’, # %-%.( /·&&，得出其变化规律如图 .
所示 (可以看出，当构件楔率! 0 ! ( % 时，其极限
荷载与等截面构件的极限荷载相差不大；当构件

楔率! 1 ! ( %后，构件的极限荷载随着构件两端
弯距的比值的增大而减小，但其减小的程度随着

图 . 极限荷载随!与"的变化规律
!"#$. 2’-"’3"*0 +.34*5 *6 7(3"+’3. (*’5 ’(*0# 8"34! ’05"

!的增大而趋于减缓，且只有当两端弯矩比大于
2%%后，变截面构件的极限荷载才大于等截面构
件的极限荷载 3即只有在构件两端弯距相差很大
的情况下才宜选用变截面构件 3

) 结束语

本文对变截面构件极限荷载的数值计算方法

进行了探讨，改进了迭代收敛控制条件，优化了计

算过程，并编制了相关计算程序 3本文还利用编制
的程序对变截面构件极限荷载随构件楔率及两端

弯距比的变化规律进行了简单的分析，得出了可

供设计人员参考使用的结论 3
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