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判断矩阵一致性修正的模糊距离和贴近度法

周　丽�吴泽宁�王海政�陈忠平
（郑州大学环境与水利学院�河南 郑州450002）

摘　要：利用模糊理论中距离和贴近度的概念来衡量判断矩阵各列向量与排序权重向量的接近程度�
从接近程度最差的向量着手�找出对判断矩阵一致性影响最大的元素�利用一致性互反矩阵的一些性
质�对其和其对称元素进行修正；编写了改进判断一致性相应的计算机程序�使改进更方便．实例研究表
明�该方法能较有效地提高判断矩阵的一致性�且简单易行．
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　　层次分析法（AHP） 是70年代中期提出的一
种用于多目标决策的方法�已被广泛应用于各个
领域．AHP 的关键是构造判断矩阵�判断矩阵的
一致性决定矩阵的特征向量是否如实反映各方案

的排序权重．当一致性不满足要求时�势必存在调
整判断矩阵 A 的要求．目前有不少较为有效的修
正方法�有的利用平均特性得到的修正矩阵 A∗

代替原矩阵 A�有的是依据一定方法找出导致一
致性较差的元素并对其进行修改［1�2］ ．总的说来�
依据一定原则对 A 进行部分甚至全部元素的修
改．综合已有的方法�不难看出其存在有对 A 改
动的元素太多或修改具有一定的随意性等不足�
不利于坚持决策者的原始判断�同时也不一定必
须修改所有的元素．本文基于模糊数学中距离和
贴近度的概念�提出一种改进判断矩阵的一致性
的方法�可在一定程度上克服以上不足．
1　判断矩阵的一致性概念及其检验
1．1　判断矩阵的一致性及其性质
　　定义1矩阵 A＝（ aij） n×n称为正互反矩阵［3］ �
若其元素 aij＞0；aij＝1aji ；aii＝1�（i �j ＝1�…�n）．

定义2 n 阶正互反矩阵A＝（ aij） n×n称为一
致性矩阵［2］ �若其元素 aij＝aik×akj �（i �j ＝1�…�
n�∀k∈［1�n］ ） ．

由定义1�2易得 aij ＝aik
ajk �aji ＝

aki
akj ．当 i �j 固

定�k 变动时�易知 i 行（列）和 j 行（列）对应元素
成比例．

推论　n×n 阶正互反矩阵�它的任意两行
（列）对应元素成比例．

设 A 正互反一致性矩阵的最大特征根为
λmax�对应的归一化特征向量为 W＝（ w1�…�
wn）T�则矩阵 A 有以下一些性质：①（ aij） n×n＝
（ wiwj ） n×n；②若 A 一致�则 AT 也一致；③A 的每
一行（列）均为任意另一行（列）的倍数；④A 的最
大特征根为n�其余均为0；⑤A 的最大特征根对
应的归一化特征向量就是排序权向量．
1．2　判断矩阵的一致性检验及修正思想
1．2．1　判断矩阵的一致性检验

实际应用中�由于问题本身的复杂性及专家
的偏爱和失误�得到的判断矩阵一般总不一致�所
以有必要对判断矩阵 A 的一致性进行检验．设 A
为判断矩阵�λmax为最大特征根�n 为阶数�检验
过程如下：① 计算一致性指标C．I ＝λmax－n

n－1 ；②
查找相应的平均随机一致性指标R．I ；③ 计算一
致性比例C．R＝C．IR．I ．当C．R＜0．1时�称判断矩
阵具有满意一致性．实践中往往只要求判断矩阵
的一致性在一定范围内�即达到满意一致性�可用
判断矩阵最大特征根对应的归一化的特征向量作

为排序权向量的一个估计［3］ ．
1．2．2　判断矩阵的一致性修正思想
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当判断矩阵连满意一致性的要求也达不到

时�需要对原判断矩阵进行修正调整．应本着尽量
利用原判断矩阵的信息�且改动元素越少越好的
原则�使判断矩阵变化不大�一致性又达到要求．

由定义2知�原判断矩阵 A 的某一元素aij对
应的第i 行和第j 行n 对元素对应之比β1�…�βn
和aij的关系有以下两种情况：①当 A 是完全一致
性矩阵时�β1＝β2＝…＝βn＝aij；②当 A 不是完
全一致性矩阵时�β1�…�βn 与aij 不一定相等�这
说明决策者在判断中前后不一致�存在某些失误�
aij不是真实值�但β1�…�βn 能大体反映真实值的
大小�采用平均值作为真实值的近似来修正 A 中
的aij�使 A 的一致性得以提高．记β1�…�βn 的平

均值为a ∗ij ＝1n ∑
n

k＝1
aik
ajk �同理 a ∗ji ＝1n ∑

n

k＝1
ajk
aik �若用

a ∗ij 和a ∗ji 分别修正A 中的aij 和aji以后�由正互反

性�应有 a ∗ij ＝1
a ∗ji

�为此可取平均近似�记 a ∗∗ij ＝
12（ a ∗ij ＋ 1

a ∗ji
） ＝12（ 1n ∑

n

k＝1
aik
ajk ＋

n

∑n
k＝1

ajk
aik

） �a ∗∗ji ＝

1
a ∗∗ij

�用 a ∗∗ij 和a ∗∗ji 来代替原判断矩阵的aij和aji．

　　为了提高判断矩阵 A 的一致性�可以只修正
对一致性干扰较大的几个元素．对完全一致性矩
阵 A�有 aij＝wi

wj �易知 A 的各列归一化向量ei（ ei
＝（e1i�…�eni）T�i ＝1�…�n）等于对应主特征根的
归一化特征向量 W�即 e1＝e2＝…＝W；当 A 不
满足一致性时�这 n 个向量与W 不严格相等�而
是在 W附近波动．因此 ei 与W的接近程度反映
了矩阵A 的一致性．与 W 贴近程度越差的向量
所对应A 中的列对A 的一致性干扰越大�因此修
正应从此列着手．为度量 ei 与W的贴近程度�借
用模糊距离和贴近度的思想�找出对 A 的一致性
干扰最大的元素进行修正．

2　模糊距离和贴近度
设 X＝（ x1�…�xn）T�Y＝（ y1�…�yn）T 是两

向量�且 xi�yi＞0�令
d（ X�Y） ＝1n∑

n

i ＝1
｜xi－yi｜max（ xi�yi） ；

σ（ X�Y） ＝1－d（ X�Y） �
（1）

由模糊距离和贴近度一般性定义［4］ �易证
d（ X�Y）和σ（ X�Y）满足定义要求．模糊集可以用
向量表示�当两个向量越接近�它们之间的距离越

小�贴近度越大．同时从 d（ X�Y） 的定义中可看
出�两向量的距离可看作其分量距离的平均值�因
此定义两个数的距离和贴近度如下

　　
d（ x �y）＝ ｜x－y｜max （ x �y） ；
σ（x �y）＝1－d（ x �y） ．

　（ x �y∈R＋） （2）
根据距离和贴近度思想�可以求出判断矩阵

A 中对一致性影响最大的元素．利用 d（ X�Y）和
σ（ X�Y）定义�求得各 ei 与W的距离di 和贴近度
σi�即

　

di＝d（ ei�W） ＝1n∑
n

j ＝1
eji－wj

max （ eji�wj） ；
σi＝σ（ ei�W） ＝1－d（ ei�W） �
　　　　（i ＝1�…n）

（3）

di�σi∈［0�1］ 反映的是 ei 与W的接近程度�
利用平均的概念可表示整体的一致性程度．定义
平均贴近度 c ＝1

n ∑
n

i ＝1σi．判断矩阵 A 完全一致
时�di＝0�σi ＝1�c ＝1；不完全一致时�di ＞0�σi
＜1�c＜1．di 越大�σi�c 越小�ei 与W 的贴近程
度越差．设 dL＝max1≤i ≤n（ di） �由两个数的距离和贴
近度定义�计算贴近程度最差的 e L 各分量与 W
各分量的距离dLi和贴近度σLi�即

dLi＝d（ e iL�wi）＝ ｜e iL－wi｜
max （ e iL�wi） ；

σLi＝σ（e iL�wi）＝1－d（ e iL�wi） �
（i ＝1�…�n）

（4）
从 dLi中找出分量贴近程度最差的元素dLH＝

max1≤i ≤n（ dLi）�可知 eL 中第H 个元素对A 的一致性
影响最大�应修正 e HL 对应的A 中的aHL．
3　校正步骤

（1） 原始判断矩阵 A 经过迭代法计算出主特
征值λmax�W和一致性检验指标C．R．

（2） 当C．R＜0．1结束�否则按以下步骤进
行．

（3） 将 A 的各列归一化得向量ei�由式（3）算
出 di 和σi（i ＝1�…�n） ．

（4） 找出 di 中最大者dL 对应的eL�由式（4）
计算分量距离 dLi�找出最大者 dLH�对应的行和
列．

（5） 在尽量依据原判断矩阵的信息和少改动
元素的原则下�可令 a ∗∗HL ＝12（ 1n ∑

n

k＝1
aHk
aLk ＋
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n

∑n
k＝1

aLk
aHk

） 来代替 aHL�为保证矩阵的正互反性�同

时也应修改 aLH为 1
a ∗∗HL

�这样经过修正后的判断矩

阵一致性有所改进．返回（1）重复上述步骤．
4　算例

解决某工程问题时�得判断矩阵

A0＝
1 1／2 1 2
2 1 1／3 5
1 3 1 6
1／2 1／5 1／6 1

�

用程序算出校正前 λ0max ＝4∙3474�C．R0＝
0∙1301�W0＝（0．2143�0∙2768�0∙4384�0∙0704）T∙

第1次校正：A0各列归一化向量 ei 与W0的
贴近度σi（i ＝1�2�…�n）分别为（0．6821�0∙6389�
0∙7127�0∙8512）T；与 W0距离最大、贴近度最小的
向量为 e2�对应 A0的第2列�即 L＝2；e2与 W0

的各元素的距离 d2i（ i ＝1�2�…�n） 为（0∙5037�
0∙231�0∙3132�0∙3955）T�最大值为第1个�即 H＝
1．所以应修正 A0中第1行第2列的0．5为
0∙8427�第2行第1列的2为1．1867．校正结果为
λ1max ＝4．2699�C．R1＝0．1011�W1＝（0∙2426�
0∙2463�0∙4367�0∙0744）T．

修正后的判断矩阵为

A1＝
1 0．8427 1 2

1．1867 1 1／3 5
1 3 1 6
1／2 1／5 1／6 1

∙

第2次校正：A1各列归一化向量 ei 与W1的
贴近度σi（i ＝1�2�…�n）分别为（0∙7073�0∙6903�
0∙7399�0∙8049）T；与 W1距离最大、贴近度最小的

向量为 e2�对应 A1的第2列�即 L＝2；e2与 W1

的各元素的距离 d2i 为（0∙3110�0∙1949�0∙2659�
0∙4670）T�最大值为第4个�即 H＝4．应修正 A1

中第4行第2列的0．2为0．3043�第2行第4列
的5为3．2862．校正结果为λ2max＝4∙2034�C∙R2＝
0∙0762�W2＝（0∙2493�0∙2239�0∙4435�0∙0833）T．

修正后的判断矩阵为

A2＝
1 0．8427 1 2

1．1867 1 1／3 3．2862
1 3 1 6
1／2 0．3043 1／6 1

．

此时C．R2＜0．1满足满意一致性要求�最终
计算结果为第二次修正后的结果．
5　结束语

本文提出的改进判断矩阵一致性的方法�简
单实用�既充分依据决策者的原始判断�又能有
效的减少改动元素的个数�且尽量减小元素数值
变动的幅度．当判断矩阵的一致性太差时�多次修
正以后还达不到满意一致性时�说明原判断严重
失误�应重新判断．
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Method of the Fuzzy Distance and Applicability to Improve the
Consistency of the Judgment Matrix

ZHOU Li �WU Ze-ning�WANG Hai-zheng�CHEN Zhong-ping
（College of Environmental ＆Hydraulic Engineering�Zhengzhou University �Zhengzhou 450002�China）

Abstract ：Using the definition of distance and applicability in Fuzzy theory �the consistency between the column
vector and weight vector of the judgment matrix can be calculated ．The vector of the worst consistency can be adjust-
ed by means of some characteristics of the consistent reciprocal matrix ．And a computer program has been given �
which can be used to i mprove the consistency of the judgment matrix ．According to the examples �the method put
forward in this essay is easy and effective ．
Key words ：applicability ；judgment matrix ；consistency
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