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投资组合均值 $方差准则的新解法
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摘 要：对资产组合理论的均值 $方差准则的 ,-./-0.1求解方法进行分析，指出由于 ,-./-0.1法只给出
极值点存在的必要条件，采用该求解方法证明收益一定时方差最小投资组合的存在性存在缺陷 (以矩阵
为分析工具，将限制条件用线性方程组解的广义逆矩阵形式表示，通过线性方程组解的理论，给出均值

$方差准则的一种新解法 (
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" 引言

现代金融经济学的一个主要课题是确定风险

与相应的风险补偿———超额收益之间的关系 (在
常识水平上，人们都认为股票之类的风险投资应

该比无风险投资有更高的报酬，只有在 4-/56789:
提出资产组合理论并在此基础上发展出资本资产

定价模型时，风险和风险补偿之间的定量关系研

究才有所突破 (因此可以说现代财务理论是从
4-/56789:的资产组合理论开始的 (

4-/56789:将金融市场中每个证券的价格（或
收益率）看作一个随机变量，参与投资组合的证券

价格（或收益率）形成一个随机向量，用随机向量

的数学期望和方差 $协方差矩阵分别刻画证券的
收益水平和风险水平，给出资产投资组合的均值

$方差准则 (
准则!：在给定的期望收益下，最小化资产组

合的方差；准则"：在给定方差下，最大化资产组
合的期望收益 (一般情况下，准则!和准则"是等
价的［#］(
引入符号，将问题模型化 !设金融市场中 "

种资产的价格（或收益率）为随机变量 ##，#!，⋯，
#"，其数学期望为!#，!!，⋯，!" !记 ! $（##，#!，

⋯，#"）%；! $（!#，!!，⋯，!"）%，用" 表示 ! 的
方差 $协方差矩阵，# ;（"#，"!，⋯，""）%表示一
个资产组合，则对应的资产组合收益为"%#，其数

学期望和方差为

&（"%#）$ "%!；<-/（"%#）$ "%"# ，
考虑到#作为一个资产组合要满足条件

!
" $ ’ $ #

"’ $ # ，

引入向量 " ;（#，#，⋯，#）%，将该条件表示成

"%" $ (%# $ # !
这样，均值 $方差准则表示为

准则!
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"%" $ #
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；
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> ( 9 ("%"# $ )*；

"%" $ #
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# 准则求解的 ,-./-0.1法

准则!，"求解时，现有做法都采用 ,-./-0.1
乘子法，通过构造拉氏函数求其驻点而求解 !以线
性约束条件的准则 @为例［!］!
构造 ,-./-0.1函数

$ $"%"# + !##（ )* ,"%!）+ !#!（# ,"%"），（*）
式中：##，#!为 ,-./-0.1乘子 ! $ 对#求导并令导
数等于 "，可得

!"# , !##! , !#! " $ " ，

# $ ",#（##! +#! "）， （’）
代入约束条件求出参数$#，$!，再代入式（’），得
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其中，

( ! )*"#! !；$ ! )*"#!#；" !!*"#!#；

! ! (" # $# +
对应于该资产组合的方差为

"#
& ! #*"! ! (

!
%& # $( )(

#
’ !

( + （$）

%&’(&)’*法的缺陷在于，求出 %&’(&)’*函数的
驻点后，驻点是否为极值点并未进一步讨论 +尽管
在许多情况下由于驻点的唯一性和问题的实际意

义，驻点就是极值点，但理论上仍有不完善之嫌 +
下面以矩阵为工具，给出另一种求解方法 +

# 准则的另一种解法

由于准则"，#的等价性，我们只对带线性约
束的准则"进行分析 +准则"的约束条件有两个：
)*! ! !；!*! ! %&（ %& 为指定收益率）+
令矩阵

"
#, -

!
)*

!
[ ]* ， #

#, -
!

!
%[ ]
&

则约束条件可表示成线性方程形式

"! ! # + （+）
在资产组合理论中，资产价格（或收益率）随机向

量的方差 ,协方差矩阵是正定的（记为" - .），
因此"! .#，" , ! .#均有意义 +作变换

$ ! "! .#! ， （/）
因此

#*"! ! #*"! .#"! .#! !$*·$ ! !$!#，

!·!代表向量的长度 +再令
""! .# ! $ ，

这样，准则"就变为
01)
$$! #

! !$!#， （2）

即求方程 $$3 # 的解使!$!#达到极小解 +
根据方程组解的理论［4］，方程 $$3 # 的通解

为$$ ’ # ’（ % # $ ’ $）&，/" ’-，为任一 -维向
量 + 而使!$!#达到极小的解为

$ ! $ ’ # ，
其中，$ 5 代表矩阵 $ 的加号（“ 5”）广义逆 +因
此，式（"）的解为$3 $ 5 # +

下面通过计算 $ 5求出$进而求出! +
由

$ ! ""#! .# !
)*"#! .#

!*"#! .[ ]# ，
得

（$$*）%#,#
)*"#! ! )*"#!#

!*"#! ! !*"#![ ]
#

!
( $[ ]$ "
，

0 $$* 0 ! !，
由于#代表不同证券的收益向量，从而假设的各
分量不全相等是合理的，这时（$$*）可逆，并且

$ ’ ! $*（$$*）#!，
由 6789&(:;不等式知!- . +计算逆矩阵得

（$$*）#! !
( $[ ]$ "

#!

! !
!

" # $
#[ ]$ (

，

因此

$ ! $ ’ # ! $*（$$*）#!# ! !
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# !
#（ !#）
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!
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! !
!"

# !
#［（" # %&$）! ’

（ %&( # $）#］，
所以

! !"# !
#$ ! !

!"
#!［（" # $%&）! ’（(%& # $）］#

!
（" # $%&）

! "#! ! ’
（(%& # $）

! "#!#， （!.）

对应于该资产组合的方差为

"#
& ! #*"! ! !

!
%& # $( )(

#
’ !

( + （!!）

得到的结果与 %&’(&)’*法得到的结果（即式（"），
（$））完全相同 +
由于准则#的约束条件为二次型，处理较为

困难 +但由于准则"，#的等价性，此方法在证明
准则"的同时，也就证明了准则# +
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