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摘 要：对于较厚的层合板，基于一般高阶理论的应力计算结果往往不能满足工程要求 ,用基于高阶理
论的 -型有限元法分析层合板的应力分布规律 ,位移场用 ./0/123/多项式的积分进行插值，用维数缩减
法把三维的层合板问题化成二维问题，用静力凝聚把单元内部自由度凝聚掉，这样可有效地计算各向异

性材料层合板的应力分布 ,结果表明，采用 -型有限元求解任意厚度、任意方向铺设的四边形复合材料
层合板问题是可靠的 ,
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" 引言

自 +"年代开始，纤维增强复合材料因具有优
越的材料物理性能而被广泛应用 ,目前，由各向异
性层组成的层合厚板的用途也越来越广泛 ,在层
合厚板中，由于横向剪切应力对层合板的性能影

响很大，因此在工程设计中就很有必要了解其横

向剪切应力和层间应力的分布规律 ,但是，将层合
板看作是层与层之间完全结合的，认为每一层均

为平面应力状态，且不计横向剪切应力和层与层

之间的挤压应力的古典板理论并不能适用于层合

厚板 , 7/8991/3和 :812;81改进了古典板理论，引进
了横向剪切应力 , <=10 -, >,，?@3389 >, A, 和
BC=D9EF <,［#］进一步把 7/8991/3 $ :812;81的一阶剪
切理论推广到层合板 ,一般来讲，对于较薄的层合
板，这一理论的计算结果具有足够的精度，能够满

足工程要求 ,但对于较厚的层合板，由于层间应力
不能被忽略，层合板的问题已属三维问题，各种更

加精确的高阶理论相继出现［!］，大多数高阶理论

都是从假设位移场入手，把位移展开成横坐标 !
的幂级数 ,但当用于较厚的层合板时，会出现应力
不精确，特别是靠近层与层之间的位置 ,
有限元法是求解数值问题的强有力的手段 ,

G9=E9@1,H［)］用传统的有限元法（I 型：靠加密网

格，增加单元数来提高计算精度）研究了层合板的

层间应力，但由于层合板在层与层之间的材料特

性不连续，甚至对只有两层或三层的简单层合板

问题都需要划分大量的单元（特别是在厚度方向

上）,近年来，-型有限元法［*］（靠提高插值多项式
的阶数而保持单元数和形函数不变来提高计算精

度）受到广泛重视 ,实践证明，-型有限元法对奇
异问题和边界层问题比传统的 I型有限元法更可
靠、有效［*，+］,
本文把 -型有限元法与高阶理论结合起来，

位移场用 ./0/123/多项式的积分表示，采用维数
缩减法［%］把三维问题的层合板问题化为二维问

题，并用静力凝聚把单元内部自由度凝聚掉，可减

少总自由度数，以节省计算时间和内存，从而准确

地计算各向异性的层合板应力分析问题 ,

# 层合板的 -型有限元列式

一个四边形层合板单元中，每一层的刚度矩

阵和荷载向量由直角坐标系中的相应位移 "#，

"!，")来导出，单元的刚度矩阵和荷载向量则由

单元中各层刚度矩阵和荷载向量叠加而成 #用维
数缩减法把一个单元的第 $ 层（见图 #）的位移场
表示为［%］
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式中：-%（""）是一维形函数，由 "#$#%&’#多项式表
示；*(（"+，",）是二维形函数，由 -%（""）乘以特定的
函数表示；!"#是第 # 个位移沿板厚方向上的多项
式阶数；’# 是每层第 # 个位移面内的变量数，当面
内多项式阶数 ! ( !时，’# ( )；当 !#*时，’# (（!
+ !）（! + *）. * + *；)(%#是待定系数 /

图 ! 层合板的坐标系统
!"#$! %&&’(")*+, -.-+,/ &0 1*/")*+,(

2&/3&-"+, 31*+,-

对于一维形函数，根据多项式的阶数不同，在

标准区域（ , !$""$!）上为
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对于 %#!，其通式为

-%$!（""）&
* % 0 !% *&
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式中：1%（ 2）( !
* ##！

& #

& 2#
（ 2* , !）# 是 "#$#%&’# 多项

式 /
对于二维形函数，在标准四边形区域（ , !$

"+$!，, !$",$!）上，可由一维形函数来形成，即
（!）在四个角点，

-(（"+）·-%（",）（(，% & !，*）；
（*）在边界点，

-(（"+）·（", $ !）（", & !）；

-(（"+）·（", 0 !）（", & 0 !）；

-(（",）·（"+ $ !）（"+ & !）；

-(（",）·（"+ 0 !）（"+ & 0 !）/
（-）当 !#)时，会出现内部节点，形函数由

-(（"+）·-%（",）形成，只要保证 ( + %# !，且 (，%#
* /
由 ’% 层组成一个层合板单元的应变能为

34 & !
*!

’%

5 & !&65
｛!5｝1［ 75］｛!5｝&6 ， （*）

式中：｛!5｝(［8］｛)5｝是三维应变向量；［ 75］是第 5
层的弹性矩阵 /
根据最小势能原理，可得第 5 层的刚度矩阵

为

［(5］&&6
［8］1［ 75］［8］&6 /

然后，根据内部自由度静力凝聚和层间位移相容

原则，把每层刚度矩阵组装，形成总体刚度矩阵 /
每层载荷向量由下列公式形成：

（!）由横向分布载荷形成的载荷向量为

｛9:｝&’;
:（"+，",）［*（"+，",）］1&; ；

（*）由横向线分布载荷形成的载荷分量为

｛9%｝&&<’［*（"+，",）］1& = ；

（-）由横向正弦分布载荷形成的载荷向量为

｛9=｝&’;
:023%!

+
%［*（"+，",）］1&; /

求解有限元刚度平衡方程，求得系数 )(%#后，

便可求得位移场｛)5｝，再用下式求层合板任一点

的应力

｛"5｝&［ 75］·［8］·｛)5｝/

* 算例

为了验证 4型有限元求解层合板问题的有效
性，本文计算了两个层合板的例子，并将计算结果

与解析解及 5型有限元计算结果进行了比较 /
例 ! 正方形层合板，由三层等厚宏观各向

同性材料正交铺设而成（0> . 60> . 0>），每层材料常
数为：4% ( ! /7*) 8 !0/ 9 : ;;*，4? ( . /<6. 8 !0- 9 :
;;*，@%? ( - /))< 8 !0- 9 : ;;*，@?% ( ! /-76 8 !0- 9 :
;;*，A%? ( 6?% ( ! /7*) 8 !0, - 9 : ;;* /式中，% 表示
平行于纤维方向，? 表示垂直于纤维方向 /板长 B
与板厚 2 之比为 )，四边简支，承受横向正弦分布

载荷 :023%* !
+( )B /

由于对称性，取 ! . ) 板，划分为一个 4 型单
元，在厚度方向上取三阶多项式，在"+ ,", 平面取
五阶多项式，计算结果如图 * 和图 - 所示，并与
=%$5>?; @A @ A［7］用 *0个 <节点且每个节点有 7个
自由度的四边形（5 型）单元的结果及 4B$B%? 9A
@ A［<］三维弹性解析解作了比较 /由图 *和图 - 可
见，与 4B$B%? 9A @ A的解析解结果很符合 /
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图 ! 板中点沿厚度方向上的正应力分布规律
!"#$! %"&’(")*’"+, +- ).,/",# &’(.&& 01+,#

’2"34,.&& 0’ 5"/ " 610’.

图 # 在 ! $ %，" $ # $ !处沿厚度方向
剪应力!!%分布规律

!"#$# %"&’(")*’"+, +- &2.0( &’(.&& 01+,#
’2"34,.&& 0’ ! $ %，" $ # $ !

例 ! 长方形层合板，板长 ! 与板宽 " 之比
为 #，板宽 " 与板厚 # 之比为 &，承受横向分布载

荷 $%’() !
%( )" ’() !&( )" ，其他条件与上例相同 ’计

算结果与 *+,+)- ./ 0 /［1］的三维弹性解进行比较，
如图 &所示，符合很好 ’

图 & 在 ! $ # $ !，" $ %处沿厚度方向
剪应力!"%分布规律

!"#$& %"&’(")*’"+, +- &2.0( &’(.&& 01+,#
’2"34,.&& 0’ ! $ # $ !，" $ %

# 结论

（2）位移场用 34,4)564多项式插值的 *型有
限元求解任意厚度、任意方向铺设的四边形复合

材料层合板问题是可靠、有效的 /
（!）通过维数缩减法，可把三维层合板问题
化为二维问题，并不影响 *型有限元的收敛性，节
点位移和能量都单调收敛 /
（#）用静力凝聚把单元内部自由度进行凝聚
后组装总体刚度矩阵，可有效节省内存和计算时

间 /
（&）层间应力可被精确到相当高的精度 /只
要多项式的阶数不断增加，就可以处理任意受力

和边界条件的多层层合板的应力分析问题，且能

够保证有足够的精确度 /
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