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摘 要：基于薄板弯曲问题的广义简支边界条件，通过将集中载荷作用下四直边上任意点支承矩形板

的弯曲问题分解为 %个基本的薄板弯曲问题，应用叠加法首次得到了该问题的解析解 +对典型的薄板弯
曲问题进行了计算分析，取得了较好的效果 +该结果可以作为基本解用于求解任意荷载作用下四直边上
任意点支承矩形板的弯曲问题 +
关键词：点支承矩形板；弯曲；广义简支边界

中图分类号：-. *##+# 文献标识码：/

" 引言

四直边上任意点支承的矩形板的弯曲问题在

机械、土建等工程问题中有着广泛的应用，例如高

台建筑等，研究这一问题具有重要的实际意义 +文
献［#］曾采用叠加法对均布载荷作用下一边固定
其对边中点被支承，而另两边自由的矩形板弯曲

问题进行了研究 +文献［!］应用瑞雷 $李兹法，通
过假设容许位移，求解了在均布载荷作用下四直

边中点支承方形板的弯曲问题 +由于猜测容许位
移的方法是没有普遍意义的，并且求出的是近似

解，还需要研究其近似程度 +本文基于薄板弯曲的
广义简支边界条件［*］，将集中载荷作用下四直边

上任意点支承矩形板的弯曲问题分解为 %个基本
的薄板弯曲问题，应用叠加法给出了问题的解析

解 +本文的求解方法能够较容易地推广到求解其
它类似问题 +

# 理论分析

对于任意一个矩形薄板，假定其边长为 ! 和
"，在任意一点（#"，$"）处作用有集中载荷 %，在其
四条边上的任意一点处作用支承约束，其位置如

图 #所示 &
根据弹性理论，薄板的控制方程为

’!(( ) %!（# * #"，$ * $"）& （#）

式中：’ 0 +,*

#!（# $"!）
；+ 为弹性模量；"为泊松比；

, 为板的厚度；( 为板的挠度 &

图 # 集中载荷作用下四直边上
任意点支承的矩形板
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根据文献［!］的有关结果，该问题的边界条件
可以写为以下形式：
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式中：!" 和 !!，!( 和 !’ 分别为支承点的支反

力；!# / #!
" ；#. /

.!
, -此外，由于薄板的 ’个角点

均自由，其集中力为零 -因此，在角点上还应满足
以下条件：
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一般来说，边值问题（"）0（"(）的求解是十分
困难的 -我们基于薄板弯曲问题的广义简支边界
条件，将该问题分解为以下 +个基本问题分别进
行求解 -在此基础上，应用叠加法可以得到该问题
的解答 -
（"）假定矩形板的四边均为简支，在点（ &*，

**）处作用集中载荷 /，则板的弯曲面为

)/ $ /
(,!

#

. $ "
［（" +#."123#."）’#.&123#.& ’

#.（" ’ &*）123#.（" ’ &*）］
"

#
(
.$3#."
·$3#.&·

$3#.（" ’ &*）$%&#.**$%&#.* （*# & # &*）；
（"’）

)/ $ /
(,!

#

. $ "
［（" +#."123#."）’#.（" ’

&）123#.（" ’ &）’#.&*123#.&*］
"

#
(
.$3#."
·

$3#.（" ’ &）$3#.&*$%&#.**$%&#.*

（&* 0 & # "）； （")）

或者为另一组等价的表达式
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（!）假定板边 & / *为广义简支，其它三边均
为简支，并设沿 & / *边上的挠度为
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式中：$. 为待定系数，则板的弯曲面为
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为简支，并设沿 & / " 边上的挠度为
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式中：%. 为待定系数，则板的弯曲面为
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（’）假定板边 * / *为广义简支，其它三边均
为简支，并设沿 * / *边上的挠度为
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式中：1# 为待定系数，则板的弯曲面为
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式中：2# 为待定系数，则板的弯曲面为
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（)）由于板的 *个角点都是自由角点，所以
各边都有刚体位移，其对应的板的弯曲面为
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式中：++，+’，+,和 +*为待定常数 &
集中载荷作用下四直边上任意点支承矩形板

弯曲问题的最终解答为上述 )种情况的叠加，故
’ ( ’- , ’+ , ’’ , ’, , ’* , ’( & （’-）
将式（’-）依次代入边界条件（’）.（+,），可以

得到如下方程组
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求解线性方程组（$.）0（(/），可以得到诸常

数"!，$!，)’，*’，+&，+$，+(，+)，0&，0$，0(，0)，将

结果代入式（$+），可以进一步可求得板的挠度、剪
力、弯矩等值 /

$ 数值算例

在上述求解过程中，因为四条边都是自由边，

所以其收敛速度较慢 /计算结果表明，对于不同的
矩形薄板，上述方程组中，’ 和 ! 的取值在 )*至
.*之间即可得到具有较高精度的计算结果 /为
此，在求解过程中，本文分别取 ’ 1 ! 1 .* /另外，
取#1 * /(，且令 ) 1 2,-｛"，(｝/
作为数值算例，本文重点对在矩形板的中心

位置作用集中力，且其四边中点支承的矩形板弯

曲问题进行了研究，分别计算了 ( 1 " 1 & / *，$ / *，
* /3三种情况 /表 & 分别给出了采用本文和有限
元方法（45678 49:）计算正方形薄板挠度系数 2
（,)$ 1 $）的结果 /由此可以看出，两种结果符合较
好 /表 $给出了三种矩形薄板沿 - 1 *边的挠度系
数 2（,)$ 1 $），表 (给出了其沿直线 - 1 " 1 $的挠
度系数 2（,)$ 1 $）、弯矩系数 3-（,）和 3.（,）/
由于在集中载荷作用点的附近区域，板的内力是

奇异的，因此，在表 $ 中集中载荷作用点（ - 1 " 1
$，. 1 ( 1 $）的附近区域，3- 和 3. 的值较其它点

的值大很多 /
表 & 正方形薄板的挠度系数（ ; &*< $）
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* /* < * /(&. < * /(*) * /*** * /***
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* /( * /*$( * /*$$ & /*&= * //.*
* /) * /*$. * /*$= & /$)& & /$&=
* /3 * /*** * /*** & /(3$ & /()=

表 $ 沿 ! 1 *边的挠度系数（ ; &*< $）
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. 郑 州 工 业 大 学 学 报 $**&年

万方数据



表 ! 沿直线 ! " " ! #的挠度系数和弯矩系数
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对于在集中载荷作用下四直边上任意点支承

矩形板的弯曲问题，本文基于薄板弯曲的广义简

支边界条件，应用叠加法给出了问题的精确解的

表达式 -由于该方法能够得到精度较高的计算结
果，不仅可以用于考核其它计算该类问题数值方

法的收敛问题，而且可用于指导此类结构的分析

与设计，具有一定的理论意义和实用价值 -本文所
采用的求解方法思路清晰，能够较容易地推广用

于求解其它类似的薄板弯曲问题 -

参考文献：

［$］ 林鹏程 -均布载荷下一边固定其对边中点被支承另
两边自由的矩形板［.］-上海力学，$,*!，+（$）：*+ ’
*,-

［#］ 李定坤 -仅在四边中点被支承方形板在均布载荷作
用下的弯曲［.］-固体力学学报，$,*#，!（$）：,, ’ $%&-

［!］ 张福范 -均布载荷作用下悬臂矩形板的弯曲［.］-应
用数学和力学，$,*%，$（!）：!+, ’ !($-

4&-0+-2 ,( 5&)*#-26%#. 7%#*&/ 8699,.*&0 #* :-; 7,+-* ,- *3& 8*.#+23*
<02&/ 6-0&. # =,-)&-*.#*&0 >,#0

/01 .23 ’ 4567$，890 :273;#，<0 =5>3; ’ ?2$，@0 863 ’ A23;!

（$- B7??>;> 7C 13D2E73F>3G6? H IAJE6K?24，L5>3;M57K 032D>EN2GA，L5>3;M57K +&%%%#，B5236；#- /K462 ’ OE6K3 PE63NQ7EG6G273 B73NK?G23;
63J R636;>F>3G B7FQ63A 8GJ-，B563;N56 B7FFK3246G273N B7??>;>，B563;N56 +$%%)(，B5236；!- =4577? 7C SQQ?2>J =42>34>，032D>EN2GA
7C =42>34> 63J P>4537?7;A T>2U23;，T>2U23; $%%%*!，B5236）

:$/*.#)*：93 G52N Q6Q>E，G5> ;>3>E6? NKQQ7EG>J O7K3J6EA 473J2G273 2N 6QQ?2>J G7 N7?D> G5> O>3J23; 7C E>4G63;K?6E
Q?6G>N NKQQ7EG>J 6G 63A Q723G 73 G5> C7KE NGE62;5G >J;>N K3J>E 6 4734>3GE6G>J ?76J- V2ENG?A，G5> QE7O?>F 2N E>JK4>J G7
N7?D23; N2W CK3J6F>3G6? E>4G63;K?6E Q?6G> O>3J23; QE7O?>FN，63J G5>3，63 636?AG246? N7?KG273 7C G5> QE7O?>F 2N J>X
E2D>J OA KN23; NKQ>EQ7N2G273 F>G57J- TA 6KG57EN Y37Z3，2G 2N G5> C2ENG G2F> G7 ;2D> G5> 636?AG246? N7?KG273 7C G5>
QE7O?>F- V236??A，N7F> GAQ246? QE7O?>FN 6E> 46?4K?6G>J，63J G5> E>NK?GN 6E> QE7D> G7 O> N6G2NC647EA - P5> E>NK?GN F6A
O> KN>J 6N 6 CK3J6F>3G6? N7?KG273 G7 636?AN> G5> O>3J23; 7C E>4G63;K?6E Q?6G>N NKQQ7EG>J 6G 63A Q723G 73 G5> NGE62;5G
>J;>N K3J>E 6EO2GE6EA ?76JN -

?&; @,.0/：E>4G63;K?6E Q?6G> NKQQ7EG>J 6G Q723GN；O>3J23;；;>3>E6? NKQQ7EG>J O7K3J6EA

,第 +期 乐金朝等 集中载荷作用下四直边上任意点支承矩形板的弯曲

万方数据


