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求解大型稀疏问题的向量式 +,-算法
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摘 要：在基本 +,-算法的基础上，利用 +,-算法的特性给出了一类求解大型稀疏问题的向量式 +,-
算法，克服了原 +,-算法中修正投影矩阵带来的运算量及存贮量大等缺点，讨论了算法的收敛性和稳定
性 )实验表明，该算法具有收敛速度快、计算精度高、运算量及存储量小等特点 )
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" 引言

考虑如下大型稀疏问题

!" # $ ， （#）
其中："! !"，$! !#，!! !# 0 "，# 1 "，! 为稀
疏矩阵，且 ! 的秩"# $
在基本 +,-算法中［#］，为了得到下一次搜索

方向，需要用到下列矩阵修正公式

%% &# ’ %% ( %%&%!%
2%%， （!）

其中：%#是非奇异矩阵，且!%
)%%&% 3 # $

一般情形下，可取!% 3 ’% *（ ’%
2%%&%），其中

’%
2%%&%#"，于是式（!）化为
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2 #［%% ( %%&%’%

2%% *（’%
2%%&%）］

2 ’
［%%（ ( ) &%’%

2 %% *（’%
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［ ( ) %%

2’%&%
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2%%&%）］%%
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根据 +,- 算法，搜索向量取成 ,% 4 # 3
%% 4 #

2-% 4 #，由式（%）则有

,% &# ’［ ( ) %%
2’%&%

2 *（’%
2%%&%）］%%

2-% &#，

记 %%
2’% 3 ,%

（#），%%
2-% 4 # 3 ,%

（!），于是 +% 4 #的一

般修正公式为

,% &# ’［ ( ) ,%
（#）&%

2 *（,%
（#）2&%）］,%

（!），（(）
若要使式（(）成为第 % 4 # 步搜索失量，,.

（#）及

,%
（!）必须满足下列条件［!］：

（!）&%
2,%
（#）#"；

（"）,%
（#），,%
（!）!5677（!. $ #）；

（#）,%
（!）$5677［ ( $ ,%

（#）&%
2 *（,%
（#）2&%）］；

（$）,% 4 #
2&% 4 ##" $

# 向量式 +,-算法

对上述条件进行简化：因为方程组［ ( $ ,%
（#）

&%
2 *（,%
（#）2&%）］,%

（!）3 "的解为 ,%
（!）3 ,,%

（#）（ ,!
!#），所以（#）可简化为 ,%

（#），,%
（!）线性无关，而

（!），（"）简化为 ,%
（#），,%
（!）为第 % 步的搜索矢

量，这样上面的条件化成以下形式：

（!）,%
（#），,%
（!）为第 % 步的搜索失量，且线

性无关；

（"）,% 4 #
2&% 4 ##" $

可利用式（(）以下列方式构造每步搜索矢量：
,/ 4 #
（ %）3［ ( $ ,-

（#）&-2 *（,/
（#）2&-）］,-

（ % 4 #），

（ % 3 #，!，⋯，" $ - 4 #）
（不妨设 ,-

（#）2&-#"；- 3 #，!，⋯，# 4 #），（.）
则求解问题（#）的向量式 +,-算法如下 $
（#）取 " 个线性无关的初始向量 ,#

（#），

,#
（!），⋯，,#

（"）及初始点 "#，置 % 3 # $
（!）选取向量 ,%

（ -），使 ,%
（ -）2 &%#"，并按下

列公式构造搜索向量（ -! . 3｛#，!，⋯，" $ % 4
#｝）（ /#-）

,% &#
（ /） ’［ ( ) ,%

（ -）&%
2 *（,%
（ -）2&%）］,%

（ /），（’）

若不存在这样的 ,%
（ -），则 &% 是 0 的第 #列第 % $

#行向量的线性组合并转步骤 ( $
（%）线搜索 "% 4 # 3 "% 4"%,%

（ -），其中，"% 3
（$% $ &%

2"%）*（,%
（ -）2&%）$
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（!）把 ! " #赋给 ! 后转步骤 $ "

$ 算法的收敛性证明

定理 # 若向量组 !!
（#），!!
（$），⋯，!!

（# % ! " #）

线性无关，则按式（&）构成的向量 !! " #
（#），

!! " #
（$），⋯，!! " #

（# % !）也是线性无关的（假设

!!
（#）’"!!(），并且若 "! " #不是 # 的前$（$ ) #，$，
⋯，!）行的线性组合，那么存在 %" & )｛#，$，⋯，#
% !｝，使得 !! " #

（ %）’"! " #!( "

证明：考虑#
#’ !

% ( #
!! )#
（ %）!! )#

（ %） ( ( ，将式（&）代入，

得

#
#’ !

% ( #
!! )#
（ %）!! )#

（ % )#）’ #
#’ !

% ( #
!! )#
（ %）!!
（ % )#）"!’[ *

（!!
（ %）’"! ]） !!

（#） ( ( "
由于 !!

（#），!!
（$），⋯，!!

（# % ! " #）线性无关，所以

!! )#
（ %） ( ( （ % ( #，$，⋯，# ’ !），

即 !! " #
（ %）（ % ) #，$，⋯，# % !）是线性无关的，又因

为

"!’!! )#
（ %） ( "!’［$ % !!

（#）"!’ *（!!
（#）’"!）］!!

（ % )#） (
"!’!!
（ % )#）’ "!’!!

（#）"!’ *（!!
（#）’"!）!!

（ % )#） ( ( ，
当 + * ! 时，
"+’!! )#

（ %） ( "+’［ $ % !!
（#）"!’ *（!!

（#）’"!）］!!
（ % )#）

( "&’!!
（ % )#）’ "+’!!

（#）"!’ *（!!
（#）’"!）!!

（ % )#）"
由于 !!

（ %）（ % ) #，$，⋯，!⋯）"+,--（#! % #），

故上式为 (，因此，若 "! " #不是 #$（$ ) #，$，⋯，!）
的线性组合，则必存在 %"& )｛#，$，⋯，# % !｝，使

得 !! " #
（ %）’"! " #!(，这是由于 !（ %）

! " #（ % ) #，$，⋯，#
% !）是 +,--（#!）的一组基向量 "
利用定理 #，不难得出如下结论 "
定理 $ 利用算法 #求解方程组（#），所得到

的通解为

,$ "［ -. " #
（#），-. " #

（$），⋯，-. " #
（# % .）］/（ /"

0（# % .））"

. 算法讨论

算法 # 若不考虑主元选取，那么运算量为

#
.

! ) #
$#（# % !）) .#（$# % .），事实上，若不考虑主

元选取，初始向量仅需要 . 个，这样总运算量为

#
#

! ) #
$#（. % !）) #.$，而基本 /01算法的总运算量

为 !#$.，显然算法 # 的运算量要比基本 /01 算
法的运算量少得多，另外也减少了存贮量，而这对

求解大型稀疏问题是非常有利的 "

参考文献：

［#］ /0/223 45 1678 198:;<= :<>8 6? @A8 /01 :=<>> ?6B C<DE
7<@B;:8>5 9B6:88E;DF> 6? @A8 26GB@A H6D?8B8D:8 6D /G@67<I
@< -<DFG<F8> <DE J<@A87<@;:<= 1K>@87>［J］5 0GE<98>@：,I
D;L8B>;@K 6? M:6D67;:>，#NOP5

［$］ /0/223 45 QB8=;7;D<BK @8>@ B8>G=@> R;@A >678 <=F6B;@A7> 6?
@A8 /01 :=<>>［4］5 ’8:AD;:<= S896B@，#NOT，#N.：NT % #(.5

［.］ /0/223 4，0SU3VM+ H W，1QMVXH/’U M5 / :=<>> 6?
E;B8:@ 78@A6E> ?6B =;D8<B >K>@87!［4］5 16?@7<@ S896B@，
#NO$，$#：!& % !O5

! "#$%&’ !() *#%+&, -&’ )&./012 342# 51, )65’7# )87%#9

/+ YG8 % Z;DF#，[/+W WG6 % ?G$，-X YG8 % \;<DF#

（#5V89<B@78D@ 6? J<@A87<@;:>，QAK>;:> ] J8:A<D;:>，̂A8DF_A6G ,D;L8B>;@K 6? ’8:AD6=6FK，̂A8DF_A6G !&((($，HA;D<；$5/DK<DF ,D;L8BI
>;@K，/DK<DF !&.((.，HA;D<）

!:7%’5$%：XD @A;> 9<98B，< L8:@6B /01 78@A6E ;> F;L8D ?6B >6=L;DF AGF8 <DE >9<B>8 >K>@87 CK G>;DF /01 <=F6B;@A75
’A8 AGF8 698B<@;6D <DE AGF8 7876BK :<9<:;@K ;> 6L8B:678 CK G>;DF 9B6‘8:@;6D 7<@B;\ 5 ’A8 :6DL8BF8D:8 <DE >@<C;=;@K
6? @A;> <=F6B;@A7 <B8 E;>:G>>8E5 ’A8 DG78B;:<= 8\98B;78D@> >A6R @A<@ @A;> 78@A6E A<> :8B@<;D 9B<:@;:<= L<=G8 5

;#8 <&’,7：/01 78@A6E；9B6‘8:@;6D 7<@B;\；=6:<@;DF L8:@6B

.N第 $期 安学庆等 求解大型稀疏问题的向量式 /01算法

万方数据


