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摘 要：岩土本身的诸多不确定性和沉井施工开挖的不均匀性，使得沉井在施工过程中的受力计算复

杂化 *对沉井下沉施工进行了力学分析，提出了考虑不均匀开挖时刃脚塌面上土体的极限承载力的计算
方法，并根据耗散函数的拉格朗日方程建立沉井结构下沉的动力学模型，并用工程实例进行了验证，结

果表明所建立的力学模型可以很好地预测一定开挖量下的下沉量 *
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" 引言

随着人口的增长和技术的发展，人们对环境

问题的重视也与日俱增 *大型沉井的施工技术的
研究是城市污水处理等工程的重要环节 *由于大
型沉井施工的规模大，工区岩土性质复杂，以及周

围施工环境条件的不确定性，使得施工控制的研

究成为现代工程施工的综合难题 *传统的控制方
法一般是根据在施工中某一时刻、某特定部位的

测量数据，参照施工人员的工程经验进行的，有一

定的盲目性和主观性，而且反馈信息滞后，不利于

及时、科学地指导施工 *现代控制理论在实际工程
中越来越广泛的应用，为沉井的施工控制研究提

供了借鉴，为此，如何确定沉井施工过程中的力学

模型，成为运用控制理论指导施工的基础 *本文旨
在为沉井施工控制进一步的研究建立一个有效的

动力学模型 *所建模型在某工程应用中得到了验
证 *

# 沉井下沉过程中的受力分析

沉井下沉是通过自重和开挖井内的土体以减

少井壁侧摩阻力来实现的［#］!下沉过程中受到的
力有侧摩阻力 "#、刃脚反力 "$ 及沉井的自重 % !
# !# 侧摩阻力的计算
根据沉井模型试验的可知，沉井在下沉过程

中，土压随下沉施工的进行不断变化 !当沉井开始

下沉时，土压随着深度仅在浅部有所增加，当深度

达到某一数值时，土压值趋于常数 !一般假定：从
地表到 + .深度范围内，单位摩擦力按直线规律
由零增长至最大值，在深度达 + .以后，趋于常数
（如图 #所示）!因此，单位摩擦力随井深成梯形分
布［!］!

图 # 沉井侧摩阻力分布图
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井内刃脚踏面以上土体深度在 # .左右，因
此沉井下沉中受到的侧摩阻力为
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式中：!!为沉井外壁周长；!" 为沉井内壁周长；

为沉井的入土深度；"!为井内刃脚踏面以上砂或

土的高度；# 为单位面积摩阻力的加权平均值，
#$%，按规范取值；"! & " ’ "$，"$ 为开挖深度 %
! %" 刃脚反力的计算
刃脚于任意深度下土的极限承载力 &’(，施

工中可以根据传感器或压力盒不断得到的刃脚踏

面土压力值来推算刃脚下方土体的极限承载力，

也可以经过一定的简化处理，参照地基极限承载

力的计算方法，可用极限平衡理论推导出 %为计算
方便，作以下假设［(］：

（!）当地基发生整体剪切破坏时，假设滑弧
为对数螺旋线，则滑动面由直线 )*、对数螺旋线

*+和直线 +, 组成，)* 与水平面的夹角为!) *

!
"，+, 与水平面的夹角为

!
) ’!"，!为土的内摩

擦角，如图 "所示 %

图 " 刃脚踏面极限承载力分析图
!"#$" %"&#’&( )* +,-"(&-. /.&’"0# )0 /,&1. ’ .1#.

（"）井壁侧面 ))’与土之间的相互作用以及
井内刃脚踏面以上土体重量的影响，可由 ), 平
面上的等代应力"+和#+来代替 %
（(）假定井壁内侧面上的法向压力"- 按静

止土压力分布，若井壁侧面与土之间的摩擦角为

$，则作用于井壁上的平均法向应力"- 和切向应

力#- 为

"- . !
" /+%"!； （(）

#- ."- ,%-$ . !
" /+%"!,%-$， （)）

式中：/+为土的静止侧压力系数，对正常固结的
粘性土，可采用 ./00#1/ 推出的经验公式：/+ &
+ %23 ’ 45-!；%为井内土体的容重；"! 为井内刃脚

踏面以上一侧砂或土的高度 %考虑不均匀开挖，井
内土体在两侧的开挖深度有误差，假设井内土面

与刃脚踏面有一倾角 0 %
根据极限平衡理论，可以推得刃脚反力［!］：

&1 . 2’(
604"（)33 4! 5 "）
"645-!·1!

,%-!
/+%［（"! 4 7 ,%- 0）"{ 4

"!
"］,%-$ 4 %"（""! 4 7 ,%- 0 }） 89!6 4

2’( :8: 4 !
"%68( )% !6 ， （3）

其中： 89 . （! 4 45-!）1!
,%-!

! ; 45-!45-（"& 4!）
；

8: .（89 ; !）: ,%-!；

8% .（89 ; !）,%-! %)!；

! ; 45-!45-（"& 4!）
604（"& 4!）

. ! 4 :
#( )

+
604! %

其中：6 为刃脚踏面宽度，7；7 为沉井内径；! 为
沉井平均周长；2’(为沉井隔墙及底梁对刃脚反

力的影响系数 %

" 耗散函数的拉格朗日方程的建立

沉井下沉过程中可以认为是刚体，不考虑土

和结构的相互作用 %从结构的始末状态来看，是刚
体克服阻力的下沉运动；从运动学的观点来看，沉

井在土中的运动，受到土介质的阻力作用 %阻力的
大小一般与速度有关，方向与速度方向相反 %这种
能把系统中的机械能转换成非机械能的力，称为

耗散力 %受耗散力作用的系统称为耗散系统 %对于
耗散系统的运动方程［)］，可以建立耗散函数的拉

格朗日方程 %
对于诸性质如粘性介质阻力和干摩擦力的耗

散力，可表示为

< . ; :! => =
? = ? ，

其中：:!称为耗散系数，一般与介质的性质、结构
的形状及尺寸有关，为实验常数，或为坐标和时间

的函数；= 是结构的相对速度；> 一般可近似地写
成正整数；负号表示阻力与相对速度方向相反 %对
于沉井系统，侧摩阻力即为这种性质的耗散力，可

表示为

< . ; ? &# ? 48-（ @"）， （9）

其中：&# 为沉井下沉位置的函数（如式（!）及式
（"）），即 < & : &#（"）:，" 为沉井的下沉深度 %
下面用计算功率函数来求耗散力的广义力 %
设 A# 代表耗散力的功率函数，于是作用于系

统中的耗散力 <0 的元功率可以写成

"A# . "
>

0 . !
<0·"@"0 % （;）

在排水下沉条件下，耗能函数为侧摩擦阻力的功

率函数
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!" # $ % &"（’）% !"#（ (’）(’ ， （$）
广义力分别为

)" #!
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!(’ # $ % &" % !"#（ (’）；)* # $ &* +

取沉井下沉初始位置为零势能面，则系统的势能

为 , % & -.’；该系统的动能为 / % ’
( -(’( +代入

拉格朗日方程
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根据沉井下沉的实际情况，沉井的运动方向和摩

擦阻力的方向相反，即 !"#（ (’）% & ’，将式（’），（(）
及式（,）代入式（’+），整理得到
’ - , .时，

5’ #
(6-32’

- 4 "
’+-（7’ 4 7([ ]） ’( 4

(6-32’
- （(’8 $ 9 /0# :）$

(6-32(
- 4

"7(’8
,[ ]- ’ $

(6-32’
- 4

"7(
’+( )- ’(

8 4
(6-32’

- 9 /0# :( 4

(6-32( )- ’8 $
6-3
- 2’9(/0#( : $

6-3
- 2(9 /0# : $

6-3
- ;<; 4 ’

(!=<( )! 7= 4 . $ <
- ；（’’）

及 ’ 1 , .时，

5’ # $
(6-32’

- 4 "
’+-7[ ]( ’( 4

(6-32’
- （(’8 $

9 /0# :）$
(6-3
- 2( 4

"7(’8
,- $

7’ "[ ]- ’ $

(6-32’
- 4

"7(
’+( )- ’(

8 4
(6-32’

- 9 /0# :( 4

(6-3
- 2 )( ’8 $

6-32’
- 9(/0# : $

6-32(
- 4 . $ <

- ，

（’(）
式中：

2’ # 23!(（4,> 4" ? (）
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式（’’），（’(）即为沉井结构在下沉过程中的动力
学模型 +这是两个非线性常微分方程，可以用
78#"6& 98//0 法进行求解 +这样建立的模型是否
与实际相吻合，可以用下面的工程实例进行验证 +

: 工程应用

某泵站以圆型结构形式沉井建造，井体外径

,( +4 .，井体内壁为阶梯形，壁厚 ’ ++ ; ’ +*( . +刃
脚设计标高 & ’4 +’ .，刃脚起始下沉标高 ’ + ( .，
沉井下沉时结构总高度 ’, + * .，工区土层分布情
况如表 ’ +该沉井采用水利机械挖泥排水下沉，并
采用深井点降水，分仓干封底 +沉井下沉开挖施工
历时 :, )，到沉井封底时，沉井下沉抛高 ’<* ..，
刃脚标高最大偏差 (+ ..，施工期间开挖土方量
约 (,+++ .: +

表 ’ 工程地质情况
!"#$% ’ &%’$’()*"$ *"+%

土层

编号
埋藏标高 = .

体积重量! =
（>? = .:）

抗剪强度指标

" ; = >@0

’ :A$* ; ’A*: & & &
(’ :A(* ; ’A,* ’*A4 (( (:
(( (A<4 ; +AB* ’BA* ’B ’B
:’ ’A,+ ; & :A4’ ’$ ’* ’:
:( +A+’ ; & (A$’ ’$A4 ($ $
4 & (A4’ ; & ’<A’+ ’<A* ’, ’(
,’ & ’4AB’ ; & ’$A$* ’$A, ($ ’+
,( & ’<AB: ; & (’A<: ’BAB ’$ ’’
,: & ’*A*: ; & (:A,’ ’$ & &
,4 & (+AB: ; :*A+B ’BAB (’ ’4

利用式（’’）及式（’(）可以计算得到在各实际
开挖量下的下沉量的时程曲线（见图 :），也可得
到下沉量与开挖量的关系曲线（见图 4）+

图 : 下沉量时间历程
,)(-: !).% /)+0’12 ’3 +456 7%80/

图 4 下沉量与开挖量的关系
,)(-4 9456 7%80/ :"12)5( ;)0/ %<*":"0)’5
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! 结束语

计算结果表明，所建立的动力学模型能够较

好地反映沉井的开挖量与下沉量的关系，说明由

此建立的力学模型是可靠的 "该模型的建立，可以
为沉井的下沉施工提供理论指导，同时为进行沉

井的下沉姿态控制提供数学模型 "通过对该模型
的求解，可以进行施工预测分析，以便调整沉井的

施工进度，使施工在预期的工期内完成 "
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