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摘 要：讨论了对偶模糊矩阵方程解的性质，提出了最小解 ! 的概念，给出了操作十分简便的表上作

业求法；提出了极大解 "! 的概念，并给出了对偶模糊矩阵方程解的结构定理! -!
"

! - #
｛" . !""""!｝与

有解的充分必要条件，!#"$!是其最小的解 #通过求解极大解矩阵及诸最简方程的极大解组合之交
的最简化，给出了求诸极大解的具体方法，从而为对偶模糊矩阵方程建立了完整的理论体系 #
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# 模糊矩阵的对偶合成

定义 # 设 # -（ $!%）& 1 "，$ -（ ’%(）" 1 )为模

糊矩阵，称 #%$ -（ *!(）& 1 )；*!% -&
"

% - #
（ $!%’ ’%(）为

# 与$ 的对偶合成［#］，则以下结论是明显的 #
命题 # !（#%$）+ - #+2$+；"#%（$!

%）-（#%$）!（#%%）；##%（$(%）-（#%
$）(（#%%）；$#"$)#%%"$%% #

! 对偶模糊矩阵方程

定义 ! 设 & -（ ,!(）& 1 )，’ -（ -#，⋯，-)）’为
已知模糊矩阵，" -（ .#，⋯，.)）’为未知模糊矩
阵 #则称

&%" / ’ （#）
为对偶模糊矩阵方程［#］#满足式（#）的 " 叫式（#）
的解 #由式（#）的全部解组成的集叫式（#）的解集，
记作! #含于式（#）的所有解的解叫式（#）的最小
解 #若 ""*!，而对以 "" 为真子集的任何 " 皆
有"*!，则称 ""为式（#）的极大解 #以下结果是
明显的 #
命题 ! !若 "0*!，0* 1，则(

0*1
"0*!；"

若 "#，"!*! 且 "#""!，则对任何满足 "#""
""!的 "，皆有 "*!；#若!#"，则 (

2*!
" 是

式（#）的最小解 #于是有如下式（#）的解的结构定
理 #

定理 # 设 ! 是式（#）的最小解，"#，⋯，2"

是式（#）的全部极大解，则

! /!
"

! / #
｛" 3 !" " " "!｝，

可见解对偶模糊矩阵方程，关键在于求最小解及

全部极大解 #

+ 最简单情形

当 & -（ ,#，⋯，,)），’ -（ -）时，式（#）化为
（ ,#’ .#）&，⋯，&（ ,( ’ .(）&，⋯，

&（ ,) ’ .)）/ - ， （!）
对此最简情形，显然有以下命题 #
命题 + !!#"$至少有一个 ,(+ -；"!

#"$! -（&#，⋯，&)）’是式（!）的最小解，其
中，

&( /
-，,( 4 - ；

"，,( , -{ ；
( / #，!，⋯，)，

#对应于每个 ,(+ -，式（!）有极大解 "( -（#，⋯#，
-，#，⋯，#）’#其中 - 是第 ( 个坐标 #从而式（!）之
极大解的个数等于不大于 - 的 ,( 的个数 #

% 一般情形

将

&%" - ’ （+）
改为如下等价形式：

&
)

( - #
（ ,!(’.(）- -!（ ! - #，!，⋯，&）# （%）
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! !" 关于最小解
设 !" #（#"$，⋯，#"%，⋯，#"&）’是式（!）之第 "

个方程的最小解，" # "，$，⋯，# !令

! ’!
#

" ’ "
!" !

定理 $ !!""#! 是式（%）之最小解；"
设 ! #（#"，⋯，#%，⋯，#&）’，

则 #% #
$｛(" & (" ’ )"%｝；

(（ ("% )"%，" # "，$，⋯，#{ ），

式中：% # "，$，⋯，& !
!的证明，充分性自明 !现证必要性：首先，对

任 #&!’# 是式（!）中每一方程之解’#(!"，

" # "，$，⋯，#’#(!
#

" # "
!" !其次，由 #&!，#(

!
#

" # "
!"(!"，" # "，$，⋯，# 及命题 $中的"知，!

是式（!）中每一个方程之解，从而，!&! !
! !$ 关于极大解
命题 ! 设 !是式（%）之最小解，#" 是式（!）

中第 " 个方程之极大解，则)
#

" # "
#"&!##"(!，"

# "，$，⋯，# !事实上，由 #"()
#

" # "
#"(! 及命题 $

中的"即知充分性成立 !
定理 % !式（"）的每个极大解 # 皆可表示

为# #)
#

" # "
#"，其中 #" 是式（!）中第 " 个方程之某

一极大解；"在｛)
#

" # "
#" & #"(! 是式（!）中第 " 个

方程之极大解｝中，去掉重复者及具有包含关系的

较小者之后，就是式（"）的全部极大解 !
关于!的证明 !由 #&!’# 是式（!）中每一

方程之解’对任意 " # "，$，⋯，#，存在第 " 个方
程的某一极大解#" #（"，⋯，"，("，"，⋯，"）’（ (" 是

第 %" 个坐标），使 #*#"’#*)
#

" # "
#" !

设 *% 与 *"%分别是# 与#" 的第 % 个坐标，则

*%%+
#

" # "
*"%（ % # "，$，⋯，&）!

注意 *"% #
("，)"%"% ("；

"，)"%" ’ ("{ ，

若有 %(使 *%( ) +
#

" # "
*"%(，则设 " # "+，+ # "，$，⋯，,

时，

*"+%( ’ ("+’ )"+%( % ("+， （*）

设 "" "+，+ # "，$，⋯，, 时，
*"%( ’ "’ )"%( - ("， （+）

则

*%( .+
#

+ ’ "
("+ % ("+， + ’ "，$，⋯，, ， （,）

# &!’ )"%( $ *%( , ("，" ’ "，$，⋯，#

式（, }
）

’

)"+%( , ("+，+ ’ "，$，⋯，, !

式（* }
）
’

)"+%( ’ ("+， + ’ "，$，⋯，, !

由式（+）’式（!）中，序号不是 "+（ + # "，$，⋯ ,）的
那些方程之解的第 %(个坐标可任取 !令

$ #（%"，⋯，%&( - "，+
’

( # "
)"(，%&( . "，⋯，%*）’，

则 $ 以# 为真子集 +而且易验证 #&!，这与 #

为极大解矛盾 !故 *%,+
#

" # "
*"%，% # "，$，⋯，&’#(

)
#

" # "
%" !综上，有 # #)

#

" # "
#"，证毕 !

! !% 极大解求法
将同一论域上的若干模糊集放在一起叫该论

域上的一个模糊集组合 !无重复元且任二元无包
含关系的模糊集组合叫最简模糊集组合，将模糊

集组合中的重复元及具有包含关系的较小元去掉

叫化简 !任何模糊集组合皆可通过化简使之成为
最简单情形 !设［/"，⋯，/#］，［0"，⋯，0&］为同一

论域上的二模糊集组合，规定它们的交为［ /"，

⋯，/#］)［0"，⋯，0&］-［/")0"，/")0$，⋯，/"

)0&，⋯，/#)0"，/#)0$，⋯，/#)0&］，模糊集

组合之交具有交换率与结合率，同时还具有吸收

率 !即若 0* /"，则［0］)［/"，⋯，/#］#［0］!设
! #（#"，⋯，#&）为式（%）之最小解，令

)"%. #
(" (", )"%$#%；

" (" ) )"%$#%
{ ，

式中：" # "，$，⋯，#；% # "，$，⋯，&；,. #
（ )"%.）# / &；则 ,.的第 " 行的每个 )"%. # (" 都可对
应式（!）中第 " 个方程的一个包含!的极大解

#"% #（"，⋯，"，("，"，⋯，"），
其中：(" 是第 % 个坐标 !因此称 ,.为式（%）的极大
解矩阵 !
设 #"%"
⋯#"%"
是式（!）中第 " 个方程包含! 的

全部极大解，显然 #"%")#"%$)⋯)#"%"
恰为 ,.的

第 " 行 !称［#"%"
，#"%$
，⋯，#"%"
］为第 " 个方程的极

大解组合 !
命题 * 设［#"%"

，#"%$
，⋯，#"%"
］是式（!）之第 "

个方程之极大解组合，则)
#

" # "
［#"%"
，⋯，#"%"
］#｛)

#

" # "
#"

& #"(!是第 " 个方程之极大解｝!于是将)
#

" # "
［#"%"
，

⋯，#"%"
］最简化即得式（%）的全部极大解 !
由于 #"%除第 % 个坐标为 (" 外，其他坐标全为
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!，为书写方便，记 !!" " "（ #!），即

"（ #!）!（!，⋯，!，#!，!，⋯，!）$
例： 解对偶模糊矩阵方程

# $! # $$ # $% # $&
# $’ # $( # $) # $(
# $* # $$ # $! # $









+
·

%!
%*
%’
%











$

"
# $(
# $)
# $









+

$

解： 通常取如下的表上作业法：

" # $( # $( # $+ # "!

# , $
# $! # $$ # $% # $&
# $’ # $( # $) # $(
# $* # $$ # $! # $+

# $(
# $)
# $+

##
# $( # $( ! !
! ! # $) !
! ! # $+ # $+

诸方程极大解组合作交并最简化

［!（# $(），*（# $(）］$［’（# $)）］$［’（# $+），$（# $+）］"
［!（# $(），*（# $(）］$［’（# $+），’（# $)）$$（# $+）］"
［!（# $ (）$’（# $ +），*（# $ (）$ ’（# $ +），!（# $ (）

$’（# $)）$$（# $+），*（# $(）$’（# $)）$$（# $+）］"

［（# $(，!，# $ +，!）’，（!，# $ (，# $ +，!）’；（# $ (，!，# $)，
# $+）’，（!，# $(，# $)，# $+）’］，
极大解为

!! "（# $(，!，# $+，!）’，!* "（!，# $(，# $+，!）’，

!’ "（# $(，!，# $)，# $+）’，!$ "（!，# $(，# $)，# $+）’$

于是 ! "%
$

! " !
｛! ,"&!&!!｝"

# $(
［# $(，!］
# $+
［#，!











］










，

［# $(，!］
# $(
# $+
［#，!











］

，

# $(
［# $(，!］
［# $+，# $)］
［#，# $+











］

，

［# $(，!］
# $(
［# $+，# $)］
［#，# $+






















］

，

而对偶模糊矩阵方程

# $* # $+
# $& # $[ ]) ·

%!
%[ ]
*

"
# $(
# $[ ]% ，

则因 " "（# $%，# $%）’"!，而无解 $
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