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板条共线裂纹问题的超奇异积分方程方法
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摘 要：结构工程中频繁使用板条构件，对于板条构件疲劳破坏的研究大多局限于实验方法，而从断裂

力学的角度进行理论分析的为数不多 *针对这种情况，采用积分变换，对平面无限板条中对称共线内裂
纹问题进行了研究，根据混合边界条件，在有限部积分的意义下将问题归结为以裂纹表面的位错为未知

函数的超奇异积分方程，并建立了相应的数值计算方法，给出了应力强度因子的计算公式 *最后通过数
值算例的计算分析了裂纹之间的相互影响 *
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" 引言

由于平面无限板条模型可以近似地表示许多

结构构件和试验试件，所以该问题在结构工程的

理论分析和试验研究中受到广泛的关注 *关于含
有裂纹的无限板条结构问题，文献［#］曾采用主值
型奇异积分方程方法进行了系统研究，并取得了

可供工程实际应用的研究成果 *超奇异积分方程
方法由希腊学者 /012343536首先引入断裂力学的
研究中［!］，由于该方法是用裂纹岸的位移间断作

为基本未知函数，与主值型奇异积分方程方法相

比，其物理意义明确，求解更为方便 *近年来，这种
方法在断裂力学领域已经受到了国内外许多学者

的重视 *文献［%］采用超奇异积分方程方法，对板
条中含有单个裂纹问题进行了系统分析，建立了

数值求解算法，并指出此方法在求解深裂纹问题

时可以获得主值型奇异积分方程方法无法获得的

高精度 *
本文在参考前人研究成果的基础上，采用超

奇异积分方程方法，对平面无限板条中含有两个

垂直于边界的对称共线内裂纹问题进行了研究 *
利用混合边界条件，在有限部积分的意义下得到

了问题的超奇异积分方程，并建立了相应的数值

计算方法 *通过对几个典型算例的计算，分析了裂
纹之间的相互影响 *

# 问题的力学模型

假定有一宽度为 !! 的板条，建立如图 #所示
的直角坐标系 "板条以 # 轴为中心线，并沿 # 轴
无限延伸 "在 $ 轴上存在两条垂直于边界的共线
裂纹，裂纹长度均为 % $ &，并且关于 # 轴对称分
布 "假定在无穷远处不作用外力，并且不考虑体积
力，仅在裂纹岸上作用自相平衡的法向外载!（ $）
（!（ $）7!（ $ $））"板条的剪切弹性模量为"，泊
松比为 ’ "根据弹性力学理论，该问题的基本微分
方程为

（( ) #）!!* + ! "
!*
"! $ + "

! ’
"$"( )# , " ，

（( ) #）!! ’ + ! "
! ’
"! # + "

! *
"$"( )# , "









 ，

（#）

式中 *，’ 分别是位移在 $ 和 # 方向上的分量；(
为一个弹性常数，平面应变时，( 7 % $ ’’，平面应
力时，( 7（% $ ’）-（# 8 ’）"考虑到问题的对称性，
此处只需研究 # - ’的板条，它满足如下的混合边
界条件：
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图 # 无限板条共线内裂纹
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$ 问题的超奇异积分方程

为了求解的方便，定义裂纹上、下岸的位移间

断函数
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$［ ’（"，* !）$ ’（"，$ !）］#
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应用混合边界条件，并经积分变换，将问题归

结为以位移间断 )（ "）为未知函数的超奇异积分
方程
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式中，积分核 ./（"，-）为不含奇异性的正常项，其
具体形式为

./（"，-）# #
（ - * "）$ * 0（"，-）* 0（"，$ -），

（)）

式中，0（"，-）#"
*

!
.（"，-，#）+

$（(* -）#&#，

.（"，-，#）##+$#(｛,-./（"#）［（$ $#(+
$$#( $

0#( *#(+
$’#( * 1 * 0+$’#( * (+$$#(）*#（( * -）·

（$ +$’#( * $#( * $#(+
$$#( $ 0 $ ’+$$#(）］1 ! ,1（# *

+$$#(）* .23/（#"）［"#" * $#"+
$$#( $ ’"#（( * -）］｝1

（# * ’#(+
$$#( $ +$’#(）,

求解超奇异积分方程式（(），便可确定待求的
未知函数 )（ "）,由此可以确定问题的位移分量
和应力分量 ,在断裂力学中，我们感兴趣的是应力
强度因子 ,因为裂纹前沿附近的应力场是决定裂
纹扩展与否以及扩展速度的关键性因素，而应力

强度因子是描述裂纹前沿奇性应力场的特征量 ,
按定义，其计算式为
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0 数值计算

关于一维超奇异积分方程的数值分析理论，

6788［’］和 9:&-;<3［1］等人都曾作过较为系统的分
析 ,本文参照文献［1］中的数值分析理论，为方程
（(）建立如下的数值计算方法 ,此处只计算内裂
纹 ,为了数值计算方便，应首先对方程进行标准化
处理，为此引入以下无量纲变量 3，4：
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则方程式（(）可化为以下标准形式：
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（$ # + 4 + #）， （#$）
根据断裂力学的解析理论［"］，并考虑到未知函数

5（ 3）在裂纹端点处有界，该未知函数可表示为以
下形式

5（ 3）# 8（ 3） # $ 3$ $ ， （#0）
其中，8（ 3）在区间［ = #，#］上是有界连续函数，可
将其近似表示为以下的 >/+?@./+A截断级数
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式中，;:（ 3）为第二类 >/+?@./+A多项式；%: 为待

定系数，将式（#0）和（#’）代入式（#$），可以得到以
下代数方程组
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式中，4< 为第一类 >/+?@./+A多项式的零点，
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代数方程组（#1）共有 9 B # 个方程，而未知
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数也有 ! ! "个，因而方程组封闭可解 "解以上代
数方程组（"#），可求出各待定系数 #$（ $ $ %，"，
⋯，!），将它们顺次回代入式（"&），（"’）和式
（""），即得原来的位移间断 %（ &），于是积分方程
式（(）的求解完成 "
根据超奇异积分方程的主部分析结果，裂纹

端点处的应力强度因子可按如下公式进行计算：
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& 数值算例

为了验证本文方法，这里对裂纹表面作用一

些典型载荷的情况作了具体分析计算 "其中部分

结果与文献上已有的结果比较符合较好 "从而证
明本文的计算是成功的 "
例 " 受法向均布载荷的裂纹 "在图 " 所示

的裂纹上、下岸作用大小相等方向相反的均布张

拉载荷"%，裂纹尺寸和应力强度因子都经过了无

量纲化 "本文对未知函数进行逼近时使用了 ! ! "
项 "为了考核该方法的收敛速度及数值结果的稳
定性，对于不同的裂纹位置取了 &个 ! ! "值，计
算结果如表 "所示 "从中可以看出，对于普通裂纹
和深裂纹，该方法的收敛速度快，数值结果稳定 "
表 ) 中，! ! " 的取为 +，将本文的计算结果

与文献［"］中的结果作了比较，两者符合较好（其
中带“"”号的是文献［"］中的结果），从中可以看
出本文的计算是成功的 "

表 " 数值方法的收敛性
!"#$% " !&% ’()*%+,%)’% (- .&% )/0%+1’"$ 0%.&(2
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表 ) 法向均布载荷作用下的无量纲应力强度因子
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说明：#% $（ + - #）. ) "

例 ) 受法向线性载荷的裂纹 "如果在图 "
所示的裂纹上、下岸作用线性分布载荷"（ &）$

"%
& - #
+ - #，在端点 #，载荷集度为 %，端点 +，载荷集

度为"%，则计算结果如表 ’所示 "此处的 ! ! "均
为 + "
从以上两个算例可以看出，在裂纹尺寸不变

的情况下，随着裂纹间距逐渐减小，应力强度因子

逐渐增大；随着裂纹越来越靠近边界，应力强度因

子也呈增大趋势 "由此可以看出，不仅边界对应力

强度因子有影响，两条裂纹之间也存在相互影响 "
表 ’ 法向线性载荷作用下的无量纲应力强度因子

!"#$% ’ 3.+%44 - 1).%)41.5 -"’.(+4 -(+ ’($$1)%"+ 1).%+)"$
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