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摘 要：对刚性、串联、开环的机器人进行了动力学分析，建立了一般机器人的拉格朗日动力学模型，推

导了拉格朗日方程两边的计算过程，编制了自动建立多自由度机器人动力学模型的计算机程序，并与实

际相结合，分析了所研制的六自由度手控器的运动学动力学问题，为手控器的研制提供了理论依据 +
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对于一般的机器人系统，动能表达式及其微

分项相当复杂，目前，国外用拉格朗日方程求解动

力学模型的研究重点集中在对公式的简化及发展

适用于实际计算的算法上 +我们在双臂六自由度
机器人的研制过程中，从机构坐标系的建立及坐

标变换的方法入手，对拉格朗日动力学方程进行

简化和归纳，导出适于计算机计算和求解的机构

动力学模型算法，并详细分析和计算了六自由度

机械臂，为机器人的结构设计提供了具体的理论

依据 +

# 机器人的拉格朗日动力学模型

# +# 拉格朗日方程
假设 ! 个自由度的机器人是由 ! 个刚体杆

件组成，若将各构件的重力也作为广义力的一部

分，则系统的拉格朗日函数就是系统的动能 " /
#，拉格朗日方程为［#］
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引入广义质量矩阵 $，上式亦可表示为
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设各关节执行器的驱动力 & 已包含在广义力 #
之中，并设 ’ 为广义力中的非驱动力，再令
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则得广为流行的机器人力学方程的一般形式［!］
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其逆动力学解为
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# *! 坐标变换矩阵
用 )&+表示由第 + 个构件坐标系到第 & 个构件

坐标系的变换矩阵：
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用 )& 表示由第 & 个构件坐标系到固定坐标系的
变换矩阵：
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其中：)& $ #，&为相邻两构件坐标系之间的变换 *用
*-&表示由第 & 构件质心指向第 & 关节的向量；用
+& 表示第 & 关节轴线的单位向量，根据 +& 的取

向，)& $ #，&分别为
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式中，!!" 表示 !"#!"；#!" 表示 #$%!" $
在求出 %" 后，可得到

"&" ’ #""&"，"(" ’ #""("，$" ’ #"$" $

& $’ 角速度与 % 矩阵
第 " 构件的角速度可表示为第 " 构件之前各

构件相对角速度（即广义速度）之向量和，如图 &
所示 $
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图 & 构件质心位置向量
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标识符 *" 区别转动关节和移动关节 $引入 ’ ) +
矩阵
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矩阵元素定义为
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则可得矩阵质心的角速度表达式
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& $, 质心速度与 ( 矩阵
用 ),"表示第 " 构件质心位置向量，则
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运用矩阵微分法则进行微分，整理后可得

*"! ’ !
"

/ ’ &
-!

"

0 ’ /
（’/ 1 "&0）[ .

!
" -&

0 ’ /
（’/ 1 "(，0.&）.（& - #/）$/ .

!
" -&

0 ’ /
（& - #0.&）!0.&（’/ 1 $0.& ]） &!/，（&’）

引入 ’ ) + 矩阵
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其元素为
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式中：,)"为第 ) 关节为转动关节时由第 ) 关节到
第 " 构件质心的向量 $这样，可得到矩阵形式的质

心速度表达式为

*"! ’ 3"
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& $- 惯量张量的变换与 - 矩阵

在动能表达式中，包含有
&
*!"

/."!" 项，其中

." 是对固定坐标系的转动惯量，而作为机构参
数，给出的是对构件坐标系的转动惯量#. "，两者

关系可表示为［’］
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引入 ’ ) + 矩阵
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其元素表达式为
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因此，转动动能部分可写为
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* 程序递推公式

* $& 递推公式

为了方便计算，把 ("，-"，
%("

%!"
及%-"
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的公式写

成递推形式，令
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这样，可把 ,)"写成以下形式：
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(" 的元素可写成以下形式：
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(! 的元素可写成以下形式：
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# .# 程序计算框图
程序计算框图见图 #［%］.

图 # 拉格朗日动力学模型 ) ) *+’ * ,计算框图
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求 / 的计算框图及计算 ++［ !］的计算框图

略 .

$ 程序示例

本文重点计算双臂协调六自由度手控器的动

力学模型，因其双臂完全对称，所以只需计算单臂

即可知道整个机械臂的情况 .机械臂机构参数见
表 !，程序所需输入数据见表 # .

表 ! 机械臂机构参数
%)5*’ ! 6),) -/ ,&’ 4)1"7+*),-. 8,.+(,+.’

序号 0 , -. -11 2 -./# -33 2 -./# -44 2 -./#

! !" " ."# " ."! " ."#
# ’ " ."’ " ."0 " ."!
$ ’ .% " .% " .% " ."!!
% ! " .""# " .""$ " .""!
’ " .( " ."""( " ."""( " ."""#
( " .( " .""% " .""$ " .""#’

表 # 程序所需输入数据
%)5*’ # 6),) "1 7.-#.)4

! ,! 5! $$(! $$6!
! ! ! （"，" .!，" .!’） （"，"，" .!$）
# ! $ （"，"，" .!） "
$ " # （" .!#，" .!，"） （"，" ."!，" .$）
% ! # " "
’ ! ! " "
( ! $ " "

有了上述参数，再根据各关节的运动规律得

到不同时刻的 ’! 与 .’ !，则就可通过程序运行得到

, 及*，这样就确定了机械臂的动力学模型
) # *+’ % , .

由此，我们只要知道 +’ !，就可求得各关节的

驱动力矩 )!，下面是在 ’［ !］)｛"，! . ’0，!，$ . !%，
! .’0，"｝，.’［ !］)｛! . "，#，! . $，# . ’，$，#｝的状态下
求得的 *及,：
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, )［ 4 1 . (’#!1!，% . ’!"#’，’ . "%1"%0，$ . #(%#!，
$ .(’1$#，$ .%!0#’］，
此时，根据运动规律得知 +’ )｛"，" . ""!，" . ""!#，

%! 郑 州 工 业 大 学 学 报 #""!年

万方数据



! !!!"，"，! !!!!#"｝，
则可求得

! $［ % & !’#(#)#，* !*#(&"，) ! !*#"+&，# ! ’!(,!#，
# !#(!!"，# !(&#’"］!

* 结论

由上面的示例可知，在已知各关节运动规律

的条件下，我们可以求得各关节的驱动力矩大小，

若依次求出在各个时间状态下的驱动力矩，则可

给出各个关节的驱动力矩随时间变化的状态图，

从图上可以观察各个关节的最大驱动力矩和最小

驱动力矩，这对机器人的实时控制和仿真优化是

不可缺少的一部分，这属于动力学的逆问题———

已知关节变量求驱动力矩 !
另外，由于 ! $ "#$ - % 也可变换成 #$ $ " % "·

（! % %），故若已知驱动力矩 !，则可求得关节变

量 #$，这属于动力学正问题———已知驱动力矩求
关节变量 !
因此，根据相应的不同条件，可用此程序求解

动力学正逆问题，这对机械臂或手控器的动力学

分析无疑是具有极大的应用价值 !
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