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摘要：采用集中质量法分别对四边支承、三边支承一边自由、一对边主孓一对边自由的枉形薄板进行

了动力分折．并用子空间正选代法编制了相应的程序谊方法可以计算上述边界杀倬矩够饭掘曲的各阶

振动频率菔英相应振型、同已有精确解或有限元蛄果相比较，其计算站果吻合较好本方法还可以用于

其他边界紊件矩形饭的动力分析．
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0前言

弹性薄板广搓应用于工程各镇域．在动力荷

载作用下，板的动力性能对板的工作有很大的影

响，但精确计算薄板在横向自由振动下的频率和

振型十分困难，仅有极少数边界条件的矩形板(例

如具有一对边简支的矩形板)有精确解当边界条

件复杂时．常利用能量法、差分法等近似方法，而

采用这些方法也只能得到板的基本频率或少数几

个频率，不能得到或难以得到其相应的振型．采用

有限元法虽可以得到令人满意的解答，但网格划

分不够密时，其结果有较大的误差本文采用集中

质量法对矩形板进行了动力分析，它可以很方便

地计算出矩形板的各阶频率和振型，且具有很高

的精度

l板的自由振动方程

图1所示边长为o，b的矩形板，现沿z方向

划分为k1个网格，沿，方向划分为k2个网格，将

每个网格质量集中到网格中心，无限自由度的矩

形板即转化为kl x k2个自由度的多质点体系．

其自由振动的柔度方程为

l‘．+DI晰=0 (1)

式中：w表示质点的位移向量；1j)为质点的加速

度向量；M为结构的质量矩阵．它为对角阵：D为

柔度矩阵．柔度系数0。丧示在第J质点作用一个

横向单位力而在第i质点所引起的挠度

围l矩形板多自由度质点体系

2柔度矩阵D的形成

矩形板在集中力作用下弯曲挠度的计算采用

U下方法：设板在z=}，’=_点上作用一向下的

单位集中力，其弯曲挠度解Ⅲ=”+似2，其中似I

为弯曲通解，tOz为弯f}}l特解，wt与板的边界条件

有关

2 1弯曲通解”．的选取

图2所示四边支承矩形板_1。

Wl=∑(^．sh8y+B．,ch。)一+C,,。aysh。y+
m—l 2 3

D，,,ayohcty)sinax+∑(t。sh皿+一ch皿+
"I 2

c#lrsh出+H,flxch肛)sin阿， (2)

武中：口=mTr／a；卢=nTr／b；A。㈨B C⋯D，E：，
f二，矗，E．为待定系数式中级数∑sinc!x符台
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，=0和z=。为支承边的变形特点；级数

_-7,。sill防符合y：0和y=b为支承边的变形特

—0

点，且它们分别在区间[0，a]和[0，b]上具有正交

性．

图3所示三边支承一边自由的矩形板：2：

邕丑凿丑冒丑鼋丑圜
(b) (c) (d) (e)

图2四边支承矩形板

冒j型丑口丑管j管
(b) (c) (d) (e) (f)

圈3三边支承一边自由矩形板

训1_ ∑(A。sh町+Bmch口Y+c私yshay+
m=l 2 3

D胡ych。y)sina$+∑(E．sh7x+nchTx+
n=1 3．5

G．)'xsh7x+以7xchTx)sinTy， (3)

式中：a=mⅡ／Ⅱ；y=n“／(2b)，级数。茧．5sin7y符
合Y=0为支承边和Y=b为自由边的变形特点，

且在区间[0，b]上具有正交性．

图4所示一对边支承一对边自由的矩形板引

口丑口
!I—L!
(b)

围4一对边支承一对边自由矩形板

"1：∑(4。sh掣+B。chay+铀shay+
m—l 2 3

D．,aychay)sinax+Eo#+R+Go*2+巩z3+

=0和Y=6为自由边的变形特点，且在区间[0，

b]上具有正交性．为保证正交级数的完备性，n的

取值必须从零开始，并将n=0时的双曲函数改

为=的多项式．

2 2弯曲特解”2的选取

特解”，采用双重三角级数，且级数形式与

通解中的相同．当在点(}，口)处作用单位集中力

时，有

对图2所示四边支承矩形板

1／'／2=南。妻⋯妻．，型等謦烨，
(5)

式中：D为板的弯曲刚度．

对图3所示三边支承一边自由矩形板

W2=志。墨，。秦，，邋警铲．
(6)

对图4所示一对边支承一对边自由矩形板

2、}sina}sin“

啦2蕊。糸．，一：r一+

妻(如。肛+聃皿+船。。肚+ 击。妻．，奎：逝案擘努幽(7)
a，=，l⋯,2 、 。 ⋯ 利用矩形板四边的边界条件可导出求解待定
H，皿曲肛沁os阿'

。

“’ 系数’：：I_：l；：竺：≥孑ZX，’芝’莴善霆舅裳
式中：。2 mz／n；p2 nn／6；级数。釜，ic。s舟符合7 组，解这些方程组就可以计算出矩形板在点(}，
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”)作用单位集中力时，任意电(x．、j处的挠发帆、

根据功的互等定理，柔度阵必定足实对称阵

3计算方法及结果

假定多自由度体系的自由振动为筒谐振动，

可写成

w(t)：Wsin(cot+们14-， (8)

式中：w表示板的振型；w为振动圆频率；日表示

铂位角．

将式(8)代人基十柔度阵的振动方程(1)，商
l

DMW=七W， (9)
叫

由式(9)可以看出，板的动力特性分析实质上

是个特征问题的汁算在1：捌，、凶一． 精fZ需

要计斡出前儿个低阶频亭技其格|Zj0{5鼋7；：，叱较

有效的方法是于卒问选代法通常的r空川-l f、

法足通过刚度方式求解，采用逆迭f℃法。。．而通

过式(9)采用柔度方式求钾，必须采用【E迭ft‘￡

本文编制了相应的子空间正选代程序，并“算r

前述15种边界条件的矩形板的前1()个振动圆频

串及其相应的振型．计算时，取Ⅱ=6．“=0 3；划

分网格时，取女、=10，^，=10其中前5个糖率见

袁1、表2频率的单f々均为rD／(Ⅱ2，而)racL／5，历

为板单位面积的质最圈5为叫边支承方板振型

前5个振划的振型节线圈(从，。至^依次表示持

l～5振型)．

表1四边支承矩形板、三边支承一边自由方板自由振动频率

日。
27 05 60 51 60 75 92 72 114 34

d二l“(27 15)(60 83)(61 06)(93 88)(H5 06

耍95 54 72
嚣2f d)

(28 95)’(54 73)

至二f Pj
31 82 63．29

f 31 96)(63．7l

35 98 73．33
巨2ff

(36．15)(73，83

69 28 94 46 102-07

(69 33)’(94 59)+(102 22j

71．02 100 64 116 12

(71 42)(102 06)(116 98

73．33 108．01 131 23

(73．83)(109 69)(132、27

说明：*为理论值

表2一对边支承一对边自由方板自由振动频率

边界条件——

巨4‘d1

舀4lb)

阁4(c)

振动频率

}6 1 J

16 1 3)

20 69

(20．48)

26 53

(26 31)

37 24 39。0 46 97

36 73)’(39 48]。(46 74)

4()29 ．19 52 56 57

(39 04)(49．32)(55 96)

,14．17 61．28 67 57

(42．97)(61()o)(66．84)

晓明：*为理论值

为比较起见，通过求解频率方程，计算出具有

惭：。臻淼麓高。嚣，Z
图3【d)17．57

36．27 51．92_?I 43 15 2【)

(17 5】)(35 78j(51 68j(70 96) ：73 11

图3(c)23．41
35．78 62．98 67．46 77．67

(23 35r)(35 47)(62 72)(6,5 o|1(77 37

阿3(f)23．98
40．28 63．34 77．6I 80舛

(23 89)(39 8I)(63 06)(75 65， j 80 55

一对边简支的矩形板自由振动的莳5个频率(t{

算刚取n=6，口=0．3)，其他边界条件的方扳采

用有限元法汁算．计算结果分别列于丧l、表：话

号内，卜j本文结果非常吻合对于四边简支的方板

(图2(a))、嘣邻边简支两邻边出支的方板(图2

(r))、凹边固定的方板(图二(f))．其二～5振型呈

现出对z=y轴具有对称性或反刘称性，与j￡他

方板的振型节线图形式不同，这是由j‘这3种力

板的第2阶频率u 2与第3阶频率m，相等，第5

阶频率w，与第6阶频率。。桕等，于是第!摄型

’j第3振犁同时出现而发生叠加．第5振型与第6

振型同时出现而发生碴加的耋古果．对于。≠6的

矩形板，其自由振动的频豸‘各不丰¨等，它们的各阶

蝴蚶

兰；川

引驯
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振型不会存在这种甘线图
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e)图2 C e)边界条件方板振型节线围

围5振型节线图

4结论

由以上分析可以看出，基于柔度阵建立矩形

薄板自由振动运动方程的集中质量法，用于求解

矩形板振动的各阶振动频率及其相应振型是切实

可行的．具有很高的计算精度，本方法还可以推广

到其他边界矩形板的动力分析．

参考文献

‘11唐国明矩形薄板弯曲在集中荷载作用下的统一一求

f)圈2(f)边界条件方板振型节线图

1999正

解方法[D]郑州：郑州工业大学，199／．

许琪楼．姜锐，龙晔君．三边支承一边自由的矩形

板弯曲[J]．郑州工业大学学报，1997，18(3)：5—15

姜锐，许琪楼一对边支承一对边自由的矩形板

弯曲[J]．郑州工业大学学报，1998，19(4)：46—50

克拉夫R W结构动力学[M]王光远译北京：科学

出版社，1983

巴特K J有限元分析中的数值方法[Mj林公豫，罗

恩详北京：科学出版社，1991

许琪楼．空间杆系结构的子空间迭代动力分析和抗

震计算[J]郑州工业大学学报，1982，3(2)：64—71

Lumped—mass Method in DynRmic Analysis of

Rectangular Thin Plate

LI：U、『G Yufin—senl，XU Qi—loul，LI Fen92，LI Ying—qin93

¨College ofctnl＆Bnilding ErIgino耐ng，Zhcn曲ou University ofTechnology．ZhenMlou 450002，China；2．Fourth Engineering Bu—

r髓uforthe Cotmnmfication Corbtrucfion ofChina，刁枷薛小ou 450052，China；3 City Commmfion Committeeof Zhengzhou．‰‘睁hou
450052．China)

Abstract：In this paper，the dynamic character of rectangular plate with four edges supported，three edges supported

and one edge free，ode opposite edgu5 supported and other edges free are analyzed with the lumped—mass method
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