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类等价无穷小替换定理的推广

成立社

（郑州工业大学数理力学系�河南 郑州450002）
摘　要：把文献［1］ 中类等价无穷小替换定理推广到幂指函数型的不定式中�获得了比文献［ 1］ 应用更
广泛的几个结果�从而使得类等价替换定理应用更加灵活方便．
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0　引言
文献［1］ 研究了在“ 00” 型不定式中�分子可用

类等价无穷小�分母可用等价无穷小去替换．对幂
指函数型不定式求极限时�一般不能直接用等价
替换�虽目前有些文献论证过对某些幂指函数的
不定式也可用等价无穷小去替换�如文献［2］ ．但
这些替换仅局限在等价无穷小中�即第一类无穷
小内�而不能是类等价无穷小．本文论证了在某些
条件下�幂指函数型的不定式求极限时�也可直接
用类等价无穷小去替换�使类等价替换定理应用
更加广泛．为论证叙述方便�文中的无穷小均以 x
→x0为过程进行论证�对于其它极限过程的证明
类似．
1　定义与引理［3�4］

1∙1　几个定义
定义1　设α（ x）是 x →x0时的无穷小�如果

α（ x）在 x0的任何去心邻域内均有零值点�则称
α（ x）为第二类无穷小．否则为第一类无穷小．

定义2　设α（ x） �β（ x）均为 x →x0时的第
一类无穷小�若li m

x→x0
α（ x）
β（ x） ＝1�则称α（ x）与β（ x）

为等价无穷小�记作α（ x）～β（ x） ．
定义3　设α（ x） �β（ x）均为 x →x0时的第

二类无穷小�若在 x0的某去心邻域内均有相同
的零值点�而除零值点外α（ x） ～β（ x） �则称α
（ x）与β（ x）是类等价无穷小�记作α（ x）≃β（ x） ．
1∙2　几个引理

引理1　设 x →x0时�α（ x） 为第二类无穷

小�则ln［1＋α（ x）］ 也是第二类无穷小且有
ln［1＋α（ x）］ ≃α（ x） ．

证明　因为α（ x） 是第二类无穷小�所以由
第二类无穷小的定义知ln［1＋α（ x）］ 必是第二类
无穷小．记 U（ x^0�δ）＝ x｜0＜｜x －x0｜＜δ2 ；N
＝ x｜α（ x）＝0我们

令n

；M＝ x｜ln［1＋α（ x）］ ＝0

n

．以
下仅证α（ x）≃ln［1＋α（ x）］ ．

（1）∀x ∈N∩U（ x^0�δ）�因为α（ x）＝0�所
以ln［1＋α（ x）］ ＝0�故 x ∈M∩U（ x^0�δ）�即 N
∩U（ x^0�δ）⊂M∩U（ x^0�δ）．

∀x ∈M∩U（ x^0�δ）�因为ln［ 1＋α（ x）］ ＝
0�所以1＋α（ x）＝1�即α（ x）＝0�所以 x ∈N∩
U（ x^0�δ）�故有 M∩U（ x^0�δ）⊂N∩U（ x^0�δ）．
综上可知�M∩U（ x^0�δ）＝N∩U（ x^0�δ）．

（2）∀x n∈U（ x^0�δ）－N∩U（ x^0�δ）�且当
n→∞时�x n →x0．因li m

x→x0
α（ x） ＝0�故有li m

n→∞α

（ x n）＝0�且α（ x n） ≠0．由等价无穷小替换定理
有ln［1＋α（ x n）］ ～α（ x n） �（当 n →∞时） 结合海
因极限定理有�当 x →x0时�ln［ 1＋α（ x）］ ～α
（ x） �其中 x ∈U（ x^0�δ）－N．

综合（1） �（2） �由类等价无穷小定义知ln［1＋
α（ x）］ ≃α（ x） ．

引理2　设 x →x0时�α（ x）≃β（ x） �则有ln
［1＋α（ x）］ ≃ln［1＋β（ x）］ ．

由引理1及类等价无穷小定义易证�不再叙
述．

引理3　设 x →x0时�α（ x） ≃β（ x） �而 f
（ x）为是任意函数�则有

（1）当li m
x→x0
β（ x） f （ x）存在时�li m

x→x0
α（ x） f （ x）
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＝li m
x→x0
β（ x） f （ x）＝0；

（2） 当li m
x→x0
β（ x） f （ x） 不存在时�li m

x→x0
α（ x） f

（ x）也不存在且也不是∞．
证明　（1）的证明与文献［1］ 中定理3的证明

方法类似�可参见文献［1］ �下面仅证（2）部分．
设li m

x→x0
α（ x） f（ x）存在�因α（ x）≃β（ x）�由（1）

知li m
x→x0
α（ x） f（ x）＝li m

x→x0
β（ x） f （ x）＝0�这与题设矛

盾�故li m
x→x0
α（ x） f（ x）也不存在且不是无穷大．

2　几个结果
定理1　设 x →x0时�β（ x）～β′（ x） ；α（ x）

≃α′（ x） �则
li m
x→x0

［1＋α（ x）］ 1
β（ x）＝li m

x→x0
［1＋α′（ x）］ 1

β′（ x）．

证明　因α（ x）≃α′（ x） �由引理2有ln［1＋
α（ x）］ ≃ln［1＋α′（ x）］ �再结合文献［ 1］ 中定理
3�有 li m

x→x0
［ 1 ＋ α（ x ）］ 1

β（ x） ＝ li m
x→x0

exp
ln［1＋α（ x）］

β（ x） ＝
exp li m

x→x0
ln［1＋α（ x）］

β（ x）） ＝exp li m
x→x0

ln［1＋α′（ x）］
β′（ x）x 二类 第＝

li m
x→x0

exp ln［1＋α′（ x）］
β′（ x） 是第＝li m

x→x0
［1＋α′（ x）］ 1

β′（ x）．

由定理1与引理3有如下推论
推论　设 x →x0时�α（ x）≃α′（ x） �而 f （ x）

为任意一个函数�则极限li m
x→x0

［ 1＋α（ x）］ f （ x） 与
li m
x→x0

［1＋α′（ x）］ f （ x）的存在性相同�且二者相等．
即li m

x→x0
［1＋α（ x）］ f （ x）＝li m

x→x0
［1＋α′（ x）］ f （ x）．

定理2　设 x →x0时�α（ x）～α′（ x） ；β（ x）
≃β′（ x） ．

（1）如果li m
x→x0

α′（ x）β′（ x）存在�则li m
x→x0

α（ x）β（ x）

＝li m
x→x0

α′（ x）β′（ x）＝1．

（2） 如果 li m
x→x0

α′（ x ）β′（ x） 不存在�则 li m
x→x0

α

（ x）β（ x）也不存在．
证明　（1） 因 β′（ x） 为第二类无穷小�且

li m
x→x0

α′（ x）β′（ x）存在�则易知li m
x→x0

α′（ x）β′（ x） ＝1．再
结合引理3有

li m
x→x0

α（ x）β（ x）＝li m
x→x0

exp［ β（ x） lnα（ x）］ ＝
exp（li m

x→x0
［ β（ x） lnα（ x）］ ） ＝

exp li m
x→x0

β′（ x） ln α（ x）
α′（ x）·α′（ x）类等 再叙

．

x

＝
exp li m

x→x0
β′（ x） ln α（ x）

α′（ x）＋β′（ x） lnα′（ x）

x

0

＝
exp［ li m

x→x0
β′（ x） lnα′（ x）］ ＝li m

x→x0
α′（ x）β′（ x）＝1．

（2） 假设结论不真�则li m
x→x0

α（ x）β（ x） 存在�由

（1）知�li m
x→x0

α′（ x）β′（ x）＝li m
x→x0

α（ x）β（ x） ＝1�这与题
设矛盾�故li m

x→x0
α（ x）β（ x）不存在．

推论　设 x →x0时�α（ x）≃α′（ x） �而 f （ x）
是一个正值函数�则极限li m

x→x0
f （ x ）α（ x） 与极限

li m
x→x0
f （ x）α′（ x）存在性与不存在性相同；且在存在

时二者相等�即li m
x→x0
f （ x）α（ x）＝li m

x→x0
f （ x）α′（ x）．

由引理3即可得到该推论的证明．
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Generalized Theoremof Class Equivalent Infi nitesi mal Replacement

CHENG Li －she
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Abstract ：This paper generalizes t he t heorem of class equivalent infinitesi mal replacement in reference ［1］ to t he in-
definite for m of power exponent function t ype �and obtains several results wit h more application t han reference ［1］ �
thus leading to more flexible and convenient application of class equivalent infinitesi mal replacement ．
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