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用边界轮廓法求解断裂力学 L 积分
陈颂英　唐委校　冷　霞　郑　雯

（山东工业大学化工系�济南�250061）
摘　要　证明断裂力学 L 积分方程的被积函数的散度等于零�将面积分转化为线积分�使求解

问题的维数降低两维。利用边界轮廓法的结果�使平面断裂问题 L 积分的求解转化为
边界点的位移和面力线性迭加�避免了求解数值积分。
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L 积分作为断裂力学的不变积分之一�体现了断裂力学的能量守恒定律�描述了裂纹尖
端应力奇异性的不变特性�积分回路中只要包含裂纹尖端的应力奇异性�其值均与路径无
关。Rice［1］将其解释为绕坐标轴转动时的能量释放率�Hemnann［2］给出了在特定条件下�L
积分与 J2积分的关系式�Sun Shuxun［3］推导了 L 积分的守恒性。目前�关于 L 积分研究的
文献报导还较少�尚未涉及其计算问题。

本文推证 L 积分方程的被积函数的散度等于零�将被积函数表达为某一矢量场的旋
度�再代入积分方程中�应用 Stokes公式�将平面断裂问题的 L 积分转化为边界点积分势函
数的点值计算�从而使求解问题的维数降低两维。利用陈颂英［4］所建立的边界轮廓法的结
果�将 L 积分的计算转化为已求得的边界点的位移和面力的代数和�避免了求解奇异积分。
文中给出平面问题的算例。
1　边界轮廓法

传统的无体力边界积分方程［5］为：

Cik（P） ui（P） ＝∫∂B U ik（P�Q）σij（ Q）－∑ ijk（P�Q） ui（ Qac ） ej·dS （1）
　　式中 Cik为角张量�P为源点�Q 为场点�ui 和σij分别为位移和应力分量�ej 为Cartesian
单位矢量�∂B 为弹性体边界�dS 为边界变元矢量�U ik和∑ ijk为 Kelvin核函数。

将方程（1）中的被积函数记为：
Fk ＝ U ik（P�Q）σij（ Q）－∑ ijk（P�Q） ui（ Q）　 g aej （2）

　　对上式在场点 Q 处求散度�由文献［4］知：
∇Q·Fk ＝0 （3）

　　由场论知�存在矢量 V＝Φke3（Φk 称为位移势）�满足 Fk＝∇Q× V�对于二维平面问
题�将弹性体边界离散为 N 个单元�原积分方程（1）化为：

Cik（P） ui（P） ＝∑N
L＝1
Φk（ x2�y2）－Φk（ x1�y1） （ L） （4）
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　　式中（ x1�y1）、（ x2�y2）为边界上相邻节点的坐标值。
文献［4］选择的满足 Navier－Cauchy 方程的二次位移形函数为：

u ＝α1＋α2x ＋α3y＋α7（ x2－ y2）－2α8xy） e1＋
（α4＋α5x ＋α6y＋α8（y2－ x2）－2α7xy） e2 （5）

　　引入平移坐标系（ξ�η）�坐标原点从源点移到场点�将位移形函数表示为以下8种线性
无关的位移场的线性组合（系数为〜αi�i＝1�8）：

u1＝ e1�　 u2＝ξe1�　 u3＝ηe1�　 u4＝ e2�　 u5＝ξe2�　 u6＝ηe2
u7＝ （ξ2－η2）e1－2ξηe2�　　　 u8＝－2ξηe1＋（η2－ξ2）eQ 2

（6）
　　利用边界曲线单元两端点（设两端点为 R�S）位移和面力�构造方程组：

P ＝ T（ξ�η） 〜α式中 （7）
式中 P 为 Q＝ uR1　 uR2　 tR1　 tR2　 uS1　 uS2　 tS1　 T S2为 ： T� T（ξ�η）

P

中的元素由两端点 R�S
在新坐标系中的坐标及曲线的外法线的方向确定�〜α P ）＝ 〜α1　〜α2　…　〜α8 T。

对应于8种位移场�位移势亦可表示为位移势函数φki（ i＝1～8�k＝1～2）的线性组
合：

ΦkΦ ＝ φki ∇

Q

〜α题� （8）
　　因此�位移方程（4）可化为：

Cik（P） ui（P） ＝∑N
L＝1

△φki� T（ξ�η） x1－1 P的灰

L

（ L） （9）
由此构成定解方程组�将已知和未知的参量分别归并�即可解出边界上未知的位移和面力参
量。

2　断裂力学 L 积分的求法
断裂力学 L 积分方程［6］为：

L ＝∫∂Bε3αβ Wxβna＋ T auβ－ T kuk�αxβ 及 表dS （10）
其中∂B 为在 x1�x2平面内的封闭回路�ε3αβ为交替张量�W 为应变能密度�且有：

W ＝ 14G （1－μ）（σ211＋σ222）－2μσ11σ22＋2σ212 繱（11）
将 T1＝σ11n1＋σ12n2�T2＝σ21n1＋σ22n2代入式（10）�将被积函数表示为：

B·n ＝ Wx2＋σ11Z1＋σ12Z2 　学e1＋ － Wx1＋σ12Z1＋σ22Z2 e2 ·n （12）
式中　Z1＝ u2－ x2∂u1∂x1＋ x1

∂u1∂x2�Z2＝ x1
∂u2∂x2－ x2

∂u2∂x1－ u1
对矢量 B 求散度�容易证明：

∇Q·B ＝ O （13）
同样存在矢量 W＝Ψe3（Ψ为 L 积分势）�满足 B＝∇Q×W�且有：
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B1＝ Wx2＋σ11Z1＋σ12Z2＝∂Ψ∂x2�B2＝－ Wx1＋σ12Z1＋σ22Z2＝－
∂Ψ∂x1 （14）

将 Ψ表达为对应于8种位移场的8个 L 积分势函数 Ψi（ i＝1�8）的线性组合：
Ψ＝ Ψi ）〜a （15）

因此�L 积分的计算转化为边界上已求得的位移和面力的线性迭加：
L ＝∑N

S＝1
ΔΨi〜α� i T（ζ�ηu ）

1

－1 Pu

2

ξ （ S） （16）
将式（14）中的 Ψ用Ψi 代替�x1�x2分别用ξ�η代替�根据8种位移场式（6）�通过式（14）求
得 B1�B2�再进行积分�即可分别求出 Ψi（ i＝1�8）如下：
Ψ1（ξ�η）＝0；Ψ2（ξ�η） ＝ G2（1－2μ） （μ－1）η2＋（μ＋1）ξ� 2 ；Ψ3（ξ�η） ＝－ G4 r2

Ψ4（ξ�η）＝0；Ψ5（ξ�η） ＝－ G4 r2；Ψ6（ξ�η） ＝ Ψ2（ξ�η）

Ψ7（ξ�η）＝－ Gr4；Ψ8（ξ�η） ＝ G ξ4－6ξ2η2＋η4
式中 r2＝ξ2＋η2�μ为材料的泊松比�G 为剪切模量。
3　算例

以下算例中矩形板所受的拉伸均布力 P＝1Pa�材料的弹性常数 E＝200GPa�μ＝0．3。
例1　求解受拉伸的具有双边裂纹的矩形板（图1）的 L 积分。

这里取 h＝60cm�b＝40cm�由对称性�只研究1／4板�本文将其1／4边界离散为32个
点�计算结果如表1。

表1　受拉双边裂纹矩形板的 L 积分值
a／b 0．2 0．4 0．6 0．8

本文 L 积分 Pam2 2．1478E－13 1．14206E－12 2．93369E－12 1．83245E－11

图1　受拉双边裂纹矩形板　　　　　　　　　　　图2　受拉斜裂纹矩形板
例2　具有中心斜裂纹的受拉平板（图2）�裂纹倾角为45度�h＝20cm�b＝10cm�裂纹长
度为2a�a／b 分别等于0．2�0．3�0．4�0．5�平板四周离散为24个单元�斜裂纹的两个表面
分别离散为6个单元�求得的 L 积分值如表2。

表2　受拉斜裂纹矩形板的 L 积分值
a／b 0．2 0．3 0．4 0．5

本文 L 积分 Pam2 1．05063E－13 1．67563E－13 2．42137E－13 3．34246E－13
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4　结论
本文推证了断裂力学 L 积分方程的被积函数的散度等于零�将被积函数表达为某一矢

量场的旋度�应用 Stokes公式�将面积分转化为 L 积分势函数在边界点的数值计算�从而使
求解问题的维数降低两维。利用边界轮廓法的结果�将 L 积分的计算转化为已求得的边界
点的位移和面力的代数和。此方法所需的数据准备工作量低�单元数量少�为 L 积分的计
算提供了一种新的方法。
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The Evaluation of L Integral With Boundary Contour Method

Chen Songying　Tang Weixiao　Leng Xia　Zheng Wen
（ Shandong University of Technology）

　　Abstract　The divergence free property of L integral of fracture mechanics is presented in
this paper�the integrand is replaced by a curl of one vector function．Surface integral is convert-
ed to linear integral in terms of Stokes’theorem so that two dimensions of the original problems
are reduced and tractions on the boundary point solved by Boundary Contour Method and nu-
merical integrals are unnecessary．
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