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摘　要　讨论不连续密度函数最近邻估计（NN－估计）的收敛速度。由于密度函数不连续时的
NN－估计不是相合的�我们提出一个改进的 NN－估计�使之有相合性�且收敛速度不
变。
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1　定义及引理
设 x1�…�x n 为从某个具有分布函数 F和密度函数 f 的一维总体中抽出的独立同分布

（ i�i�d）样本�选定一个与 n有关的自然数 kn＜ n�找出最小的 an（ x）�使区间 ［ x－ an（ x）�
x＋ an（ x） ］至少含有 kn 个样本点�定义 f （ x）的最近邻 估计（ NN－估计）如下：
定义1．1：称 f^ n（ x）＝（ n·an（ x））－1∑ni＝1 k

x i－ x
an（ x）ed 为密度函数 f （ x）在 x 点的最近邻估

计�其中 k（ x）为核函数。
密度函数 f^ n（ x）的收敛速度结果参看文献［1］�［2］�［3］�［4］�［5］。
定义1．2：函数 f （ x）在 x 点处称为α阶拟光滑的�若：
（1）存在开区间 J且 x∈ J．使 f （m）（ t） 在 J＼｛x｝上存在�连续且有界（ m 表示小于α的

最大整数）�进而�f （m）（ x＋0）和 f （m）（ x－0）存在；
（2） f （ i）（ x＋0）＝ f （ i）（ x－0）�i＝1�…�m 若α＞1；
（3）极限 lim

z→0＋
z －α［ f （ x＋ z ）－∑m

i＝0f
（ i）（ x＋0） z ii！］＝ f＋α（ x）�

lim
z→0＋

z －α［ f （ x＋ z ）－∑m
i＝0f

（ i）（ x－0） z ii！］＝ f－α（ x）存在∙
以下证 f∗a （ x）＝ f （ x＋0）＋（1－ a） f （ x－0）�0＜ a＜1�

特别�证 f∗（ x）≙ f12∗（ x）＝12［ f （ x＋0）＋ f （ x－0） ］；
证 fα（ x）＝ f＋α（ x）＋ f－α（ x）�文中所出现 an（ x）�kn等定义同定义1．1�不再重述。
首先�我们需要下述引理：
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引理1．1［6］：设随机变量 Y 服从二项分布 B（ n�p）�则对任意ε＞0�
有 P Y

n － p ≥ε 南周≤α·exp（－ nε2
2p－＋ε）

其中 -p ＝min（ p�1－ p）
　　引理1．2：若密度函数 f （ x）在 x0处满足：f∗0 （ x）＞0且存在δ＞0�使得：

|f（ x）－ f（ x0＋0）|≤ R|x－ x0|　　∀ x ∈ （ x0�x0＋δ）；
|f（ x）－ f（ x0－0）|≤ R|x－ x0|　　∀ x ∈ （ x0－δ�x0）

则当
kn
n →0�

kn2log n→0（ n→∞）时�对任一数串 Cn→∞（不失一般性可设 Cn
kn
n→0）

有 lim
n→∞sup an（ x0） nknC－1n →0　 a．s． （1）
lim
n→∞ an（ x0）

n
knCn

－1→∞　 a．s． （2）
　　证明：我们只证明（1）�（2）的证明类似：

证：Nn（ x�a）＝＃｛i：1≤ i≤ n�x－ a≤ x i≤ x＋ a｝＃｛…｝表示集合元素的个数。
对任意ε＞0�

P（ nknCn
－1an（ x0）≥ε）

＝ P（ Nn（ x0�ε
cnkn
n ）≤ kn）

＝ P（
Nn（ x0�ε

cnkn
n）

n ）－ Pn ≤ knn － Pn）

其中
p n ＝∫x0＋ε

cnkn
n

x0－ε
cnkn
n
　 f （ t） dt

易知�存在常数

c ＞0�使 p n ≥ε·c·cn knn （3）
由引理1．1及（3）知：

P（ nknCn
－1an（ x0）≥ε）

≤ P Nn（ x0�ε
cnkn
n ）

n － p n ≥ pn－
kn
n ∙1

≤α·exp｛－ c32ε·cn·kn｝
≤α·exp｛－ c32εkn｝

由 Borel－Canteli引理知（1）式成立。
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证：μ及μn 分别为分布函数 F及 F的经验分布函数 Fn 诱导的测度；［ a ］ 表示不超过 a
的最大整数。

引理1．3：设核函数 k（ x）满足下述条件：
（a）：k（ x）为 R′上有界变差函数；
（b）：|x|＞ρ（ρ＞0）时�k（ x）≡0�且 k（ x）在［－ρ�ρ］上连续；
（c）：k（ρ）�k（0）�k（－ρ）都是大于0且它们相等；若密度函数 f （ x）在 x 处为 r 阶（ r＞

1）拟光滑的�则当 kn＝ n
2r2r＋1（log n） 12r＋1 ＋

时�对任一数串 cn→∞
有 lim

n→∞ sup（ nlog n）
12r＋1Cn－1|f^ n（ x）－〜f n（ x）|→0　 a．s．

其中 〜f n（ x） ＝ an－1（ x）∫0＜|y－xan（ x）
|＜ρ
k（ y－ xan（ x）） u（ dy）

证明：不失一般性�设0＜ρ＜1�由引理1．2知�当 n充分大时�以概率1有
|f n（ x）－〜f n（ x）|
＝ an－1（ x）∫0＜z≤ρk（ z ）μn d（ x ＋ an（ x） zx ）

i

－∫0＜z≤ρk（ z ）μn d（ x ＋ an（ x） zn ）

�－

＋∫－ρ≤z＜0k（ z ）μn d（ x ＋ an（ x） z ） －∫－ρ≤z＜0k（ z ）μn d（ x ＋ an（ x） z ）

）

≤ an－1（ x） k（ρ） |μn ［（ x�x ＋ an（ x）ρ） ］ －μ［（ x�x ＋ an（ x）ρ） ］
＋μn ［（ x － an（ x）ρ�x） ］ －μ［（ x － an（ x）ρ�x） ］|
＋∫0＜z≤ρ μn ［（ x�x ＋ an（ x） z ） ］ －μ［（ x�x ＋ an（ x） z ） ］ k（ dz ）
＋∫－ρ≤z＜0［μn ［（ x ＋ an（ x） z�x） ］ －μ［（ x ＋ an（ x） z�x） ］ ］ k（ dz）
≤ S·sup

An
|μn（ A）－μ（A）|· 1

an（ x）

≤ S· nknCn
12 sup

An
|μn（ A）－μ（A）| （4）

其中 A n 为 R′中所有满足μ（A）≤Cn13 log nn

含

12r＋1
的区间集�S 代表常数。

类似［7］的证明可得：
lim
n→∞ sup（ nlog n）

r＋12r＋1Cn－
23sup

An
|μn（ A）－μ（A）|＝0　 a．s．

结合（4）可知引理的结论成立。

2　 f^ n（ x）的收敛速度
定理2∙1：设密度函数 f （ x）在 x 处为 r 阶拟光滑的（ r＞1）�且 f∗（ x）＞0�设核函数 k

满足引理1∙3的条件�且：
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（1）∫－ρρk（ x） dx ＝1�∫0ρk（ x） dx ＝ a�0＜ a＜1
（2）∫－ρρx ik（ x） dx ＝0�i ＝1�…�m

m 为小于 r 的最大整数�则当 kn＝ n
2r2r＋1（log n） 12r＋1 x 阶

时�对任意一数串 Cn→∞（ n→∞）�
有：

lim
n→∞ sup（ nlogn）

12r＋1Cn－1|f^ n（ x）－ f∗a （ x）|＝0　 a．s．
证明：由引理1∙3知�为证本定理�只须证明：

lim
n→∞ sup（ nlog n）

12r＋1Cn－1|〜f n（ x）－ f∗a （ x）|＝0　 a．s． （5）
〜f n（ x）定义同引理1∙3。

由引理1∙2知�n充分大时�以概率1有：
　|〜f n（ x）－ f∗a （ x）|
＝ an－1∫ y－x

an（ x） ≤ρ
k y－ xan（ x） f （y） dy－ f

∗
a （ x）

＝∫ρ0k（ z ） ∑mi＝1 f （ i）（ x ＋0） （ an（ x） z ） ii！ ＋ ［0（1）＋ f＋r （ x）（ ］z （ an（ x） z ） rdz

＝∫0－ρk（ z ） ∑mi＝1 f （ i）（ x －0） （ an（ x） z ） ii！ ＋ ［0（1）＋ f－r （ x）x ］ a（－ an（ x） z ） rdz

≤3arn（ x） max｛|f＋r （ x）|�|f－r （ x）|｝·∫ρ0|k（z ）|z rdz
≤ S· log n

n （ ）
r2r＋1
Cn

r2r＋1　　　　　　 a．s．

　　由此可知（5）式成立�因此定理得证。
注：（1）当 k（ x）为关于原点对称的密度函数时�定理2∙1的条件（2）可改为：f （2i）（ x＋0）＝
f （2i）（ x－0）＝0�i＝1�…� m2 �（m （为小于 r 的最大整数）�在实际应用中�常遇到这种情
况。
（2）由定理2∙1的结论可知�一般情况下 f^ n（ x）不是 f （ x）的相合估计�在第3节中我们

将对此加以改进。
下面给出比定理2∙1更一般的结论：
以下设 f （ x）为 r（ r＞1）阶拟光滑的�证：

f∗（ j）（ x）≙12（ f （ i）（ x ＋0）＋ f （ i）（ x －0）） i ＝1�…�m
（m 为小于 r 的最大整数）�设 f∗（ x）＞0�kn＝O（ n）�构造函数 gn（ x）如下：

gn（ x） ＝ f∗（ x）＋∑l
j＝1
hj（ x） kn2n＾

2j
＋ O kn

n阶
2l＋2（ ）＞

其中 hj 仅依赖于 f∗（ x）�f∗（2）（ x）�…�f∗（2j）（ x）�且当 f∗（2）（ x）＝…＝ f∗（2j－2）（ x）＝0时�
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hj（ x） ＝
f∗（2j）（ x）

（2j ＋1）！（ f （ x）2j
而 f∗（2j）（ x）＝0时�必有 hj（ x）＝0。
　　定理2∙2：设密度函数 f （ x）在 x 处为 r（ r≥2）阶拟光滑的�且 f∗（ x）＞0�设核函数 k
（ x）满足：

（1）k（ x）为 R′上具有有界变差的概率密度函数�且关于原点对称；
（2）|x|＞ρ（ρ＞0）时�k（ x）≡0；且 k（ x）在［－ρ�ρ］上连续；
（3）∫ρ－ρk（ x） x2idx ＝ 12i＋1�i＝1…�l�l＝ r2 �则当 kn＝ n

2r2r＋1（log n） 12r＋1

C

时�对
任一数串 cn →∞�（ n→∞）有：

lim
n→∞sup nlog n

n

r2r＋1
Cn－1 f^ n（ x）－ gn（ x） ＝0　 a．s．

证明：类似［4］的证明�易知：
lim
n→∞sup nlog n

�k

r2r＋1
en－1 f^ n（ x）－ f^ n（ x） ＝0　 a．s．

下面只须证明：

lim
n→∞sup nlog n x

r2r＋1
Cn－1 f^ n（ x）－ gn（ x） ＝0　 a．s．

（^ f n（ x）见引理1．3）。首先�证明
lim
n→∞sup nlog ni

r2r＋1
Cn－1 an（ x）－

kn2n·gn（ x） ＝0　 a．s． （6）
∀ε＞0�

P nlog n｛ �f
r2r＋1
Cn－1 an（ x）－

kn2n·gn（ x）g ≥ε
＝ P an（ x）≥ dn
＝ P Nn（ x�dn）n － p n ≤ knn － p n f �（ （7）

其中 dn ≙ kn2n·gn（ x）＋ Cnε
log n
n 整数

r2r＋1
�p n ＝∫x＋dn

x－dn
f （ t） dt

不妨设 Cn log nn 光滑

r2r＋1→0（ n→∞）则
ρn＝∫x＋dn

x－dn
f （ t） dt

＝2f∗（ x） dn＋∑l
i＝1

f∗（2i）（ x）
（2i＋1）！dn2i＋1＋

f r（ x）
r＋1dnr＋1＋ O（ dnr＋1）

＝2dn f∗（ x）＋∑l
i＝1

f∗（2i）（ x）
（2i＋1）！dn2i＋

f r（ x）
r＋1dnr＝ f＋ O（ dnr＋1）

＝ kn
n·gn（ x） f

∗（ x）＋∑l
i＝1

f∗（2i）（ x）
（2i＋1）！·

kn2n·gn（ x） �（当
2i x

n

～′
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＋2εf∗（ x）Cn log nn2 ＋
r2r＋1
＋ O log n

nx ）

r2r＋1。

　 　

（8）
由引理1∙1知：

（7）式≤ P Nn（ x�dn）
n － p n ≥εf∗（ x）Cn log nn0 k

r2r＋1

≤2exp
－ n（εf∗（ x）Cn）2 log nn

i

r2r＋1

6 log nn＝

r2r＋1
εf∗（ x）Cn

≤2exp － n 12r＋1li （9）
（9）式右端为收敛级数的通项�由 Borel－Canteli引理知：

lim
n→∞sup nlog n f �n

r2r＋1
Cn－1 an（ x）－

kn2n·gn（ x） ≤ε　 a．s．
类似可证：

lim
n→∞inf nlog n

r2r＋1
Cn－1 an（ x）－

kn2n·gn（ x）2 �＋ ≥－ε　 a．s．
由ε的任意性�知（6）式成立。

其次�考虑：
　 〜f n（ x）－ gn（ x）
＝∫|z|≤ρk（ z ） f （ x ＋ an（ x） z ） dz － gn（ x）
＝∫ρ0 f （ x ＋0）k（ z ） dz ＋∑mi＝1∫ρ0k（ z ） z ii！f （ i）（ x ＋） ain（ x） dz
＋∑m

i＝0∫0－ρk（ z ） f i（ x －）i！ （ an（ x） z ） idz ＋∫ρ0k（ z ） f＋r （ x）（ an（ x） z ） rdz
＋∫0－ρk（ z ） f－r （ x）（－ an（ x） z ） rdz ＋ O（1）·∫ρ－ρ（ an（ x） z ） rk（ z ） dz － gn（ x）|
＝∑l

i＝1
f∗（2i）（ x）
（2i＋1）！（ an（ x））2i－

kn2n·gn（ x）
2i
＋ O（1）·arn（ x）＋ O kn

n）
2l＋2） ）

≤∑l
i＝1

f∗（2i）（ x）
（2i＋1）！ an（ x）－

kn2n·gn（ x） · ∑j＝0 ajn（ x） kn2n·gn（ x）i 1
2i－1－j2 ＋ ＋ O（ arn（ x））

由（6）知：
lim
n→∞sup nlog n f

�＋

r2r＋1
Cn－1 〜f n（ x）－ gn（ x） ＝0　 a．s．

　　因此�定理结论成立。
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3　改进的 NN－估计
现在我们对密度函数 r 阶拟光滑点处的 NN －估计加以改进�使之成为相合估计。
首先�给出下述定义：

定义3∙1：令 kn 为一与 n有关的自然数�kn≤ n2�定义 bn（ x）为最小的 bn�使区间（ x�x
＋ bn）中至少包含样本总体 x1�…�x n 的 kn 个样本点�Cn（ x） 为最小的 Cn�使区间（ x－Cn�
x 中至少包含样本总体的 kn 个样本点�称：

f^ n1（ x） ＝ （ nbn（ x））－1∑
xi＞x
k x i－ xbn（ x） ·

1
a　　　及

f^ n2（ x） ＝ （ nCn（ x））－1∑
xi＜x
k x i－ xCn（ x）

（

· 11－ a
为 f （ x）在 x 处的右最邻估计及左最近邻估计。

其中 a ＝∫＋∞0 k（ x） dx ∈ （0�1）．
定义3∙2：称函数 f （ x）在 x 点处为α阶右拟光滑的（α＞0）�若：
（1）存在 b＞0�使 f （ i）（ t）在区间（ x�x＋b）存在�连续有界�i＝1�…�m（m 为小于α的

最大整数）；

（2）极限 lim
z→0＋
|z|－α f （ x＋ z ）－∑m

i＝0f
（ i）（ x＋0） z ii！

x

＝ f＋α（ x）存在。类似可定义α阶左
拟光滑。

类似引理1∙2有：
引理3∙1：若 f （ x0＋0）＞0�且存在 z＞0�使：

|f（ x）－ f（ x0＋0）|≤ R|x－ x0|　 x ∈ （x0�x0＋δ）�
则
kn
n →0�

kn2log n→∞（ n→∞）时�对任一数串 Cn→∞�（不妨设 Cn
kn
n→0　（ n→∞）有：

lim
n→∞sup bn（ x） nknCn－1＝0　　 a．s．

lim
n→∞inf bn（ x）

kn
n Cn ＝0　　 a．s．

对 Cn（ x）有类似的结论。
类似 Th2．2�有下面结论：
定理3∙1：设密度函数 f （ x）在 x＝ x0处在 r 降（ r＞1）右拟光滑的�核函数 k（ x）满足：
（a）：k（ x）为 R′上具有有界变差的概率密度函数；
（b）：当|x|＞ρ（ρ＞0） 时�k（ x）≡0；且 k（ x）在（－ρ�ρ）上连续：
（c）：f i （ x0＋） ＝0�i ＝1�…�m�（ m 为小于 r 的最大整数）�则当 kn ＝

n
2r2r＋1（log n） 12r＋1 n时�对任一数串 Cn→∞�有：

lim
n→∞sup nlog n

r2r＋1
Cn－1|f^ n1（ x0）－ f（ x0＋）|＝0　　 a．s．
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注：（1）对 f^ n2（ x）有类似的结论；
（2）特别�取 Cn＝ nlog n

一 与

r2r＋1
时�可知：

lim
n→∞|f^ n1（ x0）－ f（ x0＋）|＝0

则 f^ n1（ x0）为 f （ x0＋）的相合估计�与 Th2．2比较�易知 f^ n1的收敛速度与 f^ n（ x）相同。
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The Corvergence rate of NN－estimation for
Discontinuous Density Function

Liu Yanyan　　　　　　Zhao Lingling　　
（ Wuhan University）（ Henan Zhoukou Teachersʾ College）

Wang Xia
（Zhengz hou University of Technology）

Abstract　This paper discusses the convergence rate of kernel estimators （NN－estima-
tion） for discontinuous function．Because NN－estimation is not congruent when density func-
tion is discontinuous�we give an improved NN－estimation so that it has congruence and the
same convergence rate．
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