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摘  要  本文对 Hamilton－－ Cayley 关于零化多项式的定理进行了推广，并给出了 Hamil-
ton－－Cayley 定理的完整证明。
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  定义  设 A 为 n×n 的数字矩阵，如果存在多项式φ（ λ） ，使得φ（ A ） ＝O，则称φ（ λ）为
A 的零化多项式。

定理（ Hamilton－－Cayley 定理的推广）设
（ 1） A 为 n×n 的数字矩阵
（ 2） h（ λ）是λ的多项式，且 deg［h（ λ） ］≤n
（ 3） n×n 的多项式矩阵 B（ λ）的元素或为零多项式或为次数不超过 n－1的多项式，如果

h（ λ） E＝（ λE－A） B（ λ） ，则称 h（ λ）为 A 的零化多项式，即 h（ A ） ＝O．
证明：由定理中的条件（ 2） ，可以设
h（ λ） ＝a0λn＋a1λn－1＋…＋an－1λ＋an，其中：a0，a1，……，an 都是复数．
由定理中的条件（ 3） ，可以设
B（ λ） ＝B1λn－1＋B2λn－2＋……Bn－1λ＋Bn，其中：B1，B2，……，Bn 都是 n×n 的数字矩阵．
则 h（ λ） E＝a0Eλn＋a1Eλn－1＋…＋an－1Eλ＋anE
（ λE－A） B（ λ） ＝B1λn＋（ B2－AB1） λn－1＋…＋（ Bn－ABn－1） λ－ABn
故从 h（ λ） E＝（ λE－A） B（ λ）可得
a0E＝B1
a1E＝B2－AB1
●
an－1E＝Bn－ABn－1
anE＝－ABn

则

a0A n＝A nB1
a1A n－1＝A n－1（ B2－AB1）
●
an－1A＝A（ Bn－ABn－1）
anE＝－ABn
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从而有 a0A n＋a1A n－1＋…＋an－1A＋anE＝O 即 h（ A ） ＝O．证毕
推论 设 A 为 n×n 的数字矩阵，f （ λ） ＝det （ λE－A） ，则 f （ A ） ＝O．
证明：1） ．当 n＝1时，可设 A＝（ a11） 1×1，则 f （ λ） ＝λ－a11，f （ A ） ＝A－a11E＝A－A＝O．

2） ．当 n＞1时，因为 f （ λ） E＝det （ λE－A） ꆤE＝（ λE－A ） adj（ λE－A ） ，而 f （ λ） 是λ
的 n 次多顶式。

adj（ λE－A）是 n×n 的多项式矩阵，且它的元素或是零多项式或是次数不超过 n－1的
多项式。

所以 f （ A ） ＝O．
此推论就是［1］中的 Hamilton－－Cayley 定理。
例1 设

A＝
 7  4 －1
 4  7 －1
－4 －4  4

，求 g（ A ） ＝A7－15A6＋36A5

解法一 f （ λ） ＝det （ λE－A）
＝

λ－7 －4 1
－4 λ－7 1
 4  4 λ－4

＝（ λ－3） 2（ λ－12）
＝λ3－18λ2＋81λ－108
令 g（ λ） ＝λ7－15λ6＋36λ5，则
g（ λ） ＝（ λ4＋3λ3＋9λ2＋27λ＋81） f（ λ） ＋243λ2－3645λ＋8748
而 f （ A ） ＝O．（ Haimlton－－Cayley 定理）
所以 g（ A ） ＝243A2－3645A＋8748E
＝243×

 69  60 －15
 60  69 －15
－60 －60  24

－3645×
 7  4 －1
 4  7 －1
－4 －4  4

＋8748×
1 0 0
0 1 0
0 0 1

＝O
解法二 令 g（ λ） ＝λ7－15λ6＋36λ5 则

g（ λ） ＝λ5（ λ－3） （ λ－12）
而（ A－3E） （ A－12E） ＝

 4  4 －1
 4  4 －1
－4 －4  1

－5  4 －1
 4 －5 －1
－4 －4 －8

＝
0 0 0
0 0 0
0 0 0

＝O
所以 g（ A ） ＝A5（ A－3E） （ A－12E）

＝A5×O
＝O

例2 设

B＝

 3  1  0 0
－4 －1  0 0
 7  1  2 1
－7 －6 －1 0

求 g（ B） ＝B10－3B9＋3B8－2B7＋2B6－2B4＋2B3－2B2＋5B－E
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解：f （ λ） ＝det （ λE－B）
λ－3 －1 0 0

4 λ＋1 0 0
－7 －1 λ－2 －1
7 6 1 λ

＝（ λ－1） 4

＝λ4－4λ3＋6λ2－4λ＋1
令 g（ λ） ＝λ10－3λ9＋3λ8－2λ7＋2λ6－2λ4＋2λ3－2λ2＋5λ－1 则
g（ λ） ＝（ λ6＋λ5＋λ4－λ2－λ－1） f（ λ） ＋λ2＋2λ
而 f （ B） ＝O（ Hamilton－Cayley 定理）
所以 g（ B） ＝B2＋2B

又 B2＝

 3  1  0 0
－4 －1  0 0
 7  1  2 1
－7 －6 －1 0

 3  1  0 0
－4 －1  0 0
 7  1  2 1
－7 －6 －1 0

＝

 5  2  0  0
－8 －3  0  0
 24  2  3  2
－4 －2 －2 －1

故 g（ B） ＝

 5  2  0  0
－8 －3  0  0
 24  2  3  2
－4 －2 －2 －1

＋2×

 3  1  0 0
－4 －1  0 0
 7  1  2 1
－7 －6 －1 0

＝

 11  4  0  0
－16 －5  0  0
 38  4  7  4
－18 －14 －4 －1
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The Generalization of Hamilton－Cayley’s Theorem

Chen Jianmei
（ Zhenz hou University of T echnology ）

  Abstract In this paper，we generalize Hamilton－－Cayley’s theorem about null－
polynomial and give a full proof of Hamilton－Cayley’s theorem．

Keywords Numerical matrix；polynomial matrix；determinant；null－polynomial
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