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正项级数的审敛法

成立社
（郑州工业大学数力系）

摘要 本文给出正项级数的一种审敛法，此审敛法可以概括常见的柯西审敛法。且由此方法还
可以推出比柯西审剑法更为细致的结论。
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定理1 设 Σ

∞

n＝1un 是正项级数，且 Limn→∞

lnunlnn ＝p（或±∞） ，则当－∞≤p＜－1时，级数 Σ
∞

n＝1un

收敛；当－1＜p≤＋∞时，级数 Σ
∞

n＝1un 发散。

证明： 当－∞≤p＜－1时，取 p0使得 p＜p0＜－1，则由极限 Limn→∞

lnunlnn ＝p可知，必存在

N1＞1，当 n＞N1时，有lnunln ≤p0＜－1，此时便有 lnun≤p0lnn＝lnnp0，故 un≤np0＝ 1n－P0，而

－p0＞1，由 P 级数知 Σ
∞

n＝N1
1n－p0收敛，从而级数 Σ

∞

n＝1un 收敛。

当－1＜p≤＋∞时，取 p1使得－1＜p1＜p由极限定义可知必存在N2＞1，当 n＞N2时有
lnunlnn ≥p1＞－1，故 lnun≥p1lnn＝lnnP1，从而有 un≥nP1＝ 1n－p1而又因－p1＜1，由 P 级数可知，

级数 Σ
∞

n＝N2
1n－P1发散，所以原级数 Σ

∞

n＝1un 发散。证毕。

由定理1我们可以推得如下推论。
推论1 设 Σ

∞

n＝1un 是正项级数，且 Limn→∞
（ un ） 1

nα＝p （ α＞0） ，则当0≤p＜1时，级数 Σ
∞

n＝1un 收

敛；当1＜p≤＋∞时，级数 Σ
∞

n＝1un 发散。

证明： 因 Limn→∞
（ un ） 1

nα＝p （ α＞0） （此处 p为有限数） ，可得 （ un ） 1
nα＝p＋u （ n） ，其中 Limn→∞

u （ n） ＝0，故1nαlnun＝ln ［p＋u （ n） ］，于是lnunlnn ＝ nα

lnnln ［p＋u （ n） ］ （ n＞1） 。由此便得： Limn→∞

lnunlnn ＝Limn→∞

nα

lnnln ［p＋u （ n） ］ ＝ －∞ （ p＜1）
＋∞ （ p＞1）

若 p＝＋∞，则对于任意大的正数M＞1，存在 N＞1，当 n＞N 时有（ un ） 1
nα＞M，于是

有
lnunlnn ＞ nα

lnnlnM，从而 Limn→∞

lnunlnn ＝＋∞。

若 p＝0，由 Limn→∞
（ un ） 1

nα＝0 （ α＞0） 可得 （ un ） 1
nα＝u （ n） ，其中 Limn→∞

u （ n） ＝0．故1nα

lnun＝lnu （ n） ，于是lnunlnn ＝ nα

lnnlnu （ n） （ n＞1） ，所以 Limn→∞

lnunlnn ＝Limn→∞

nα

lnnlnu （ n） ＝－∞．
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综上可知，有 Limn→∞

lnU nlnn ＝ －∞ 0≤p＜1
＋∞ 1＜p≤＋∞，由定理1即知推论1成立。证毕。

特别当α＝1时，推论1即成为我们常见的柯西审敛法。不妨记作推论2。

推论2 设 Σ
∞

n＝1U n 是正项级数，且 Limn→∞

n un ＝p，则当0≤p＜1时，级数 Σ
∞

n＝1un 收敛；当1
＜p≤＋∞时，级数 Σ

∞

n＝1un 发散。
由此可见定理1概括了常见的柯西审敛法以及推广后的柯西审敛法。
下面由定理1还可推出一个更为细致的审敛法。
定理2 设 Σ

∞

n＝1un 是正项级数，且

Limn→∞
［1－ （ un ） 1

nα］ nβ

lnn＝p （ α＞0，β＞0） 则有
（1） 若α＞β，则0＜p≤＋∞时级数 Σ

∞

n＝1un 收敛；－∞≤p＜0时级数 Σ
∞

n＝1un 发散。

（2） 若α＝β，则1＜p≤＋∞时级数 Σ
∞

n＝1un 收敛；－∞≤p＜1时级数 Σ
∞

n＝1un 发散。

（3） 若α＜β，则对于任意有限常数 p级数 Σ
∞

n＝1un 都发散。

证明： 设 p为有限常数，由 Limn→∞
［1－ （ un ） 1

nα］ nβ

lnn＝P 可得 ［1－ （ un ） 1
nα］ nβ

lnn＝p＋V （ n） ，

其中 Limn→∞
Vn＝0。整理后可得 lnunnα ＝ln ［1－ lnnnβ （ p＋V （ n） ） ］，注意当 n 充分大时有

lnnnβ （ p＋V （ n） ） ＜1（这是因为 Limn→∞

lnnnβ （ p＋V （ n） ） ＝0） 。 故当 n 充分大时有lnunnα ＝－

lnnnβ （ p＋V （ n） ） ＋0 （ lnnnβ） ，于是 Limn→∞

lnunlnn ＝Limn→∞
－nα－β （ p＋V （ n） ） －

0 （ lnnnβ）
lnnnβ

＝

－∞   （ α＞β p＞0）
＋∞   （ α＞β p＜0）
－p＜－1 （ α＝β p＞1）
－p＞－1 （ α＝β p＜1）
0    （ α＜β p有限）

由定理1可知，当 p为有限数时结论成立。
对于 p为无限时，分二种情况证明。

（1） 对于α＞β。若 p＝＋∞，由 Limn→∞
［1－ （ un ） 1

nα］ nβ

lnn＝＋∞得，对于任意大的正数M，

总存在 N＞1，当 n＞N 时，有 ［1－ （ un ） 1
nα］ nβ

lnn＞M 成立，整理后得lnunlnn ＜ nα

lnnln （1－lnnnβ

M ） ＝ nα

lnn －lnnnβM＋0 （ lnnnβ） ＝－nα－β M－
0 （ lnnnβ）

lnnnβ

→－∞ （当 n→∞） ，所以 Limn→∞

lnunlnn ＝

－∞。
若 p＝－∞，由 Limn→∞ 1－ （ un ） 1

nα nβ

lnn＝－∞得，对于任意大的正数M，总存在 N＞1，

当 n＞N 时有 1－ （ un ） 1
nα nβ

lnn ＜－M 成立，整理可得 lnunlnn ＞ nα

lnn ln （1＋ lnnnβM ） ＝ nα

lnn
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lnnnβM＋0 （ lnnnβ） ＝nα－β M＋
0 （ lnnnβ）

lnnnβ

→＋∞ （当 n→∞） ，所以 Limn→∞

lnunlnn ＝＋∞。

（2） 对于α＝β。若 p＝＋∞，由于 Limn→∞ 1－ （ un ） 1
nα nβ

lnn＝p＝＋∞，由无穷大的定义可

得，对于任意大的正数M （不妨设M＞1） ，总存在 N＞1，当 n＞N 时有 1－ （ un ） 1
nα nβ

lnn＞

M 成立，整理后得 lnunlnn ＜ nα

lnn ln （1－ lnnnβ M ） ＝ nα

lnn －lnnnβM＋0 （ lnnnβ） ＝ － nα－β

M－
0 （ lnnnβ）

lnnnβ

。由于α＝β，故lnunlnn ＜－ M－
0 （ lnnnβ）

lnnnβ

→－M （当 n→∞） ，所以 Limn→∞

lnunlnn ≤

－M＜－1。

若 p＝－∞，由于 Limn→∞ 1－ （ un ） 1
nα nβ

lnn＝p＝－∞，由无穷大的定义可知，对于任意大

的正数 M （不妨设M＞1） ，总存在 N＞1，当 n＞N 时有 1－ （ un ） 1
nα nβ

lnn＜－M 成立。整理

后得
lnunlnn ＞ nα

lnn ln （ 1＋ lnnnβ M ） ＝ nα－β M＋
0 （ lnnnβ）

lnnnβ

。由于 α＝ β，故可知 lnunlnn ＞

M＋
0 （ lnnnβ）

lnnnβ

→M （当 n→∞） ，所以 Limn→∞

lnunlnn ＞1＞－1。

综上所述，当 p为无限时根据定理1知结论成立。证毕。
当α＝β＝1时可得如下推论
推论 设 Σ

∞

n＝1un 为正项级数，且 Limn→∞
［1－ （ un ） 1n ］ nlnn＝p，则当 P＞1时，级数 Σ

∞

n＝1un 收

敛；当 p＜1时，级数 Σ
∞

n＝1un 发散。
举例： 考查下列级数的敛散性

（1） Σ
∞

n＝12－ n＋1 （1＋sin 12n） n3

（2） Σ
∞

n＝1 （ e1n － π4lnnn ） n

（3） Σ
∞

n＝1
n2

e n

解： （1） 取α＝12，则 Limn→∞
（ un ） 1

n12 ＝Limn→∞
2－ 1＋1n （1＋sin 12n） n＝ e2 ＜1，由推论1知

所给的级数收敛。
（2） 因 Limn→∞

1－ （ e1n － π4lnnn ） n1n nlnn＝Limn→∞
［ （1－e1n ） nlnn＋ π4］，又因 Limn→∞

（1－e1n ）
nlnn＝0，从而上式的极限值为π4＜1，由定理2的推论可知所给的级数发散。 （下转97页）
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A Method for Constructing
Surface of Revolution with B－Spline

QuWeishi Zhao Jianguo Qiu Yi
（ Zhengz hou University of T echnology ）

  Abstract T he common bicubic B－spline surface is established by characteristic net
consisting of （ m×n） vertices．T his paper introduces a method for constructing surface of
revolution w ith B－spline．T his method requires that only （ m－2） vertices be given on the
curves （ the generatrix of a surface） of the sketches．T he paper derives its matrix represen-
tation，which has been verified by making graphs w ith computer．T he method has several
advantages： it requires less raw data；the operation is simple and takes computer less
time；the surface is easy to be controlled，etc．T herefore，it has both theoretical signifi-
cance and practical value in the fields of products modeling by CAD，optimization of pro-
grams in designing products，video technology and animation design of advertisements and
so on．
  Keywords Surface of Revolution；B－spline

（上接86页）

（3） 因 Limn→∞

lnunlnn ＝Limn→∞

ln n2
e n
lnn ＝Limn→∞

［2－ nlnn ］，而 Limn→∞

nlnn ＝＋∞，故 Limn→∞

lnunlnn ＝－∞，

由定理1可知所给的级数收敛。

以上三例题若用常见的柯西审敛法则无法判定它们的敛散性，因为 Limn→∞
n n un都为1，

但用本文所给出的定理却能轻而易举地解决。
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Test For Series of Nonnegative Terms

Cheng Lishe
（ Zhengz hou University of T echnology ）

Abstract In this paper，a test for series of nonnegative terms is given，which is Sum-
marized as common Cauchy test．some detailed conclusion is deduced from this test．
Keywords Series of nonnegative terms；test for convergence
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