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钢筋砼双向叠合板抗剪强度的
极 限 分 析

杨建水
（郑州工业大学水环系）

摘 要 通过对8块无结合筋双向叠合板的试验研究，本文采用组合周界错动机构，锥面母线
为直线与曲线的连线，按塑性极限分析的方法推导了抗剪强度计算公式。 该公式与试
验结果符合性良好。
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钢筋砼双向叠合板具有整体性能好，节省模板，便于施工等优点，在港工、 水工、 桥
梁及工业民用结构中广泛采用。 这种四边支承叠合板在集中荷载作用下的剪切破坏形式与
整浇板一样，为冲切破坏。 但是其破坏锥面却有自己的特点。 本文根据试验结果，按塑性
极限分析方法推导其抗剪强度公式。

1 材料本构关系和屈服准则
取钢筋和砼均为理想刚塑性材料，其应力应变关系如图1，图中 v 为折减系数，其值小

于1。

图1 钢筋的本构关系               图2 砼的屈服准则

钢筋屈服条件为

σs ＝ ｜f y｜ （1）
在平面应力状态下砼的屈服准则采用修正的库伦准则，如图2。

σ1 ＝0 （2a）
σ3 ＝－ v f c （2b）

式中σs、 εs－－钢筋应力与应变；σc、 εc－－砼应力与应变；f c－－砼抗压强度；f y－－钢筋
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屈服强度；σ1、 σ3－－最大、 最小主应力。

图3 组合周界错动机构

2 破坏机构
双向板的冲切破坏表现为环绕加力集载面的截锥体相对

其余板域冲出，破坏时板域尚未广泛屈服，外域Ⅱ仍约束着内
域 I 的变形，相对位移主要沿板厚方向发生，忽略板的侧向变
位，环向纤维将不发生压缩，这种机构称错动机构。 参看图3
（ a） 。

以往采取错动机构进行塑性分析中，大多只考虑圆形集中
荷载，对于方形集中荷载下破坏周界模型，可将方形集中荷载
下的破坏面描述为组合周界错动机构，如图3（ b） 。 破坏面由 r
＝r （ z ） 沿加载垫板周边为流动准线回转而成。 这样，该问题
可按轴对称问题考虑。

3 塑性功
3.1 基本假设
3.1.1 假设板体在集中荷载作用下沿破坏锥面形成屈服面，将板体分为Ⅰ、Ⅱ两部分刚体，
二者产生相对位移 u，板体内部变形集中出现在塑性锥面上。
3.1.2 钢筋未屈服，根据刚塑性假定，忽略其所作的内功。
3.1.3 叠合面未产生相对滑移，但砼屈服面的母线在叠合面以上近似取为45。倾角的斜直

线，叠合面以下为曲线。
3.1.4 板体不产生水平位移，εz＝εθ＝0
3.2 塑性功计算

塑性区任一点的应变状态如图4
εz ＝ u

δ， εr ＝0， εθ＝0

图4塑性区任一点的应变状态

其中 u为破坏锥体垂直位移，δ为塑性区厚度

正应变率为εn＝εz sinα＋εrcosα＝ u
δsinα

εt＝0
剪应变率为γnt＝εzcosα＋εrsinα＝ u

δcosα
主应变率为

ε1
ε3 ＝ εn ＋ εt2 ±

（ εn － εt2 ）2 ＋ （ γnt2）2 ＝ u2δ（ sinα±1）
根据屈服准则和基本假设，得塑性功 （内功） D 为：

D ＝∫A
（ σ1ε1 ＋ σ2ε2 ＋ σ3ε3） δdA ＝∫A

u2v f c（1－ sinα） dA （4）
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图5 冲切锥面母线

4 塑性解
根据基本假设，冲切锥面母线方程 r＝r （ z ） 可

简化为：第一段OA 为直线段，倾角为φ1＝450；第
二段 A B 为曲线段，见图5。

由图可得 dA＝ （2πr＋4c） dz ／cosα
塑性内功可分为两部分，第一部分在迭合面

以上为 DⅠ，第二部分在迭合面以下为 DⅡ。

DⅠ ＝∫h2
o

u2v f c2〔1－ sinα〕 ꆤ（2πr ＋4c） dz ／cosα
＝ u2v f c2∫h2

o
〔1－ sinα〕 ꆤ（2πꆤz tgα＋4c） ꆤdz ／cosα

＝ u2v f c2h21－ sinφ1
cosφ1 ꆤπh2sinφ1 ＋4ccosφ1

cosφ1 （5）
 DⅡ＝∫ho

h2
u2v f c1〔1－ sinα〕（2πr ＋4c） dz ／cosα

＝ πuv f c1∫ho

h2
〔 1
cosαtgα〕（ r ＋2c

π） dz （6）
取 r′＝tgα，代入 （6） 即得

DⅡ ＝ πuv f c1∫ho

h2
〔 1＋ （ r′）2 － r′〕（ r ＋2c

π） dz
  令 F （ r、 r′） ＝ （ 1＋ （ r′）2－r′） （ r＋2c

π）
DⅡ是由 r＝r （ z ） 所确定的泛函，现求 DⅡ的极值。
DⅡ的 Euler 方程 F－r′Fr′＝C1
即有

（ 1＋ （ r′）2 － r′） （ r ＋2c
π） － r′（ r′

1＋ （ r′）2 －1） （ r ＋2c
π） ＝ C1

其通解为：

r ＝ ach ZC1 ＋ bsh ZC1 －2c
π （7）

c1 ＝ a2 － b2

由边界条件：
z ＝ h2，r ＝ h2tgφ1； （8a）
z ＝ h2，r′＝ tgφ2； （8b）

可确定 a、 b、 c值为：

a ＝ S2〔（1＋ sinφ2） e－
h2

Scosφ2 ＋ （1－ sinφ2） e h2
Scosφ2〕 （9a）

b ＝ S2〔（1＋ sinφ2） e－
h2

Scosφ2 － （1－ sinφ2） e h2
Scosφ2〕 （9b）

C1 ＝ Scosφ2 （9c）
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故可得：

DⅡ ＝ πuv f c1∫h0
h2

〔1＋ （ r′）2 － r′〕（ r ＋2c
π） dz

＝ πuv f c1｛14（ a2 ＋ b2） （ sh2h0C1 － sh2h2C1 ）
 ＋ ab（ sh2 h0C1 － sh2 h2C1） ＋ 12C2（ h0 － h2）
 － 12〔（ ach h0C1 ＋ bsh h0C1）2 － （ ach h2C1 ＋ bsh h2C1）2〕 （10）

虚功方程为：
V u ꆤu ＝ DⅠ ＋ DⅡ （11）

  由试验分析得： φ1＝450，φ2＝450，并选用ν＝0.8［2］［3］。
将式 （5） 的 DⅠ和式 （10） 的 DⅡ代入式 （11） ，并将有关参数 a、 b、 C1及φ1、 φ2、 ν代

入整理，可得：
V u ＝0.17f c2h2（4c ＋ πh2） ＋0.63f c1〔2c（ h0 － h2）

＋0.0087（2c ＋ πh2）2（1－ e－
2 2 （ h0－h2）

h2＋2c
π

） 〕 （12）
  在式 （12） 中，中括号内的二项相差较大，后项不到前项的9%，略去后项，则式
（12） 可简化如下：

V u ＝0.17f c2h2（4c ＋ πh2） ＋1.26f c1h01c （13）
取 f c1＝0.67f cu1，f c2＝0.67f cu2，代入式 （13） 则有：

V u ＝0.11f cu2h2（4c ＋ πh2） ＋0.84f cu1h01c （14）
式 （14） 即为叠合双向板抗剪强度的计算公式，该公式与试验值对比见表1［1］，V o

u／V u 的均

值为1.05，标准差为0.12，可见本文提出的公式与试验符合性良好。
表1 试验板 V o

u／V u 计算表

序号 板   号 V o
u （ KN ） V u （ KN ） V o

u／Vu
1 CSB－L1500－A1 344.2 332.0 1.04
2 CSB－L1500－A2 304.6 308.6 0.99
3 CSB－L1500－A1 290.3 228.6 1.27
4 CSB－L1500－A2 284.2 225.5 1.26
5 CSB－L1500－A3 217.9 235.4 0.93
6 CSB－L1500－A1 269.1 296.1 0.91
7 CSB－L1500－A2 313.9 304.9 1.03
8 CSB－L1500－A3 303.8 319.8 0.95

均     值 1.05
标  准  差 0.12

   注： 1、 V ou、 V ／u分别为抗剪强度试验值与计算值；

2、 集中荷载的加载面积为150×150mm2。
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5 结语
本文通过塑性极限分析方法推导出了钢筋砼叠合板在集中荷载下的塑性解公式，该公

式与试验值符合良好，从而为分析叠合双向板的受剪机理提供了理论依据。 但是对于非对
称的情况仍需进一步探讨。
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Limit Analysis of Shearing Strength for
Two－Way R．C．Laminated Slabs

Yang Jianshui
（ Zhengz hou University of T echnology ）

  Abstract By experimental study on8two－way composite slabs w ithout binding re-
inforcement，a method in which a staggered mechanism for combined periphery is adoped
and the conical element is a conneceting line of a line and a curve is proposed．Also，a cal-
culating formula for shearing strength is derived according to the theorem of plastic limit
analysis，and this formula is in good agreement w ith the test results．
  Keywords laminated slabs；shear－resistant；plastic analysis．
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