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摘 要： 本文指出了目前文献中齿轮－转子－轴承系统弯扭耦合振动数学模型的不足，

通过计入齿轮啮合线瞬时位置的变化对动态啮合力的影响，建立了新的弯扭耦
合模型，在此基础上给出了系统弯扭耦合振动的振动方程组，更全面地描述了
系统的振动特性。
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0 引言

  图1所示的齿轮－转子－轴承系统在压缩机、 减速器等机器中广泛存在。 这类转子系
统，由于齿轮的作用，其动力学特性与单根转子－轴承系统或联轴器串联起来的多转子－
轴承系统有着根本的不同，突出特征为系统的振动是弯扭耦合振动。 【1】 在研究压缩机中
齿轮－转子系统时发现，测得的系统的特征频率只能由齿轮的弯扭耦合分析模型来验证。
【2】在处理类似问题时发现，不稳定的弯曲振动伴随着扭转振动同时发生。虽然针对图1所
示的系统，有不少文章发表，但总的说来，对这类系统动力学性质的认识还是很不够的。随
着现代工业的发展，齿轮传动的旋转机械越来越向高速度、大功率发展，系统的稳定性，振
动、 噪声等问题越来越突出。 要解决这些问题，就需要对系统的动力学性质有深入的认识，
从系统动力学的观点来确立分析设计的原则和方法。 但是，我国目前齿轮－转子－轴承旋
转机械行业，还都普遍采用的是各转子单独分析设计的方法，这样设计出来的产品自然存
在不少问题。 所以，研究齿轮－转子－轴承系统动力学，进而为工业实际提供可靠的分析
方法和设计准则，显得十分重要和迫切。

图1

1 目前文献中常用的齿轮－转子－轴承系统弯扭耦合模型 【3】 【4】 【5】

研究系统的动力学问题，建立合适的数学模型是第一步。 图1所示的平行轴系统，轴
与轴之间是通过齿轮联系起来的，正是由于齿轮的作用，系统的振动才是弯扭耦合的。 所
以正确处理系统弯扭耦合关系是处理齿轮－转子－轴承系统弯扭耦合振动问题的关键。
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图2
  图2是目前文献中处理齿轮－转子－轴承系统弯扭耦合振动最常用的模型简图。 将齿
轮本体视为刚体，轮齿的弹性和齿间阻尼简化为一对弹簧阻尼元件。 假定 （ 1） ： 齿轮工作
过程中不脱啮，始终保持接触。 （ 2） ： 啮合线方向保持不变。 那么，在小扰动下，我们可以
自然地得到沿啮合线动态作用力 （本文忽略啮合阻尼）
ΔF12＝－ΔF21＝kcΔS＝kc ［ （ r2θ（ 2）

q －r1θ（ 1）
g ） ＋ （ y （ 2）

q －y （ 1）
g ） sinα＋ （ x （ 2）

q －x （ 1）
g ） cosα］ （ 1）

其中 kc－齿轮平均啮合刚度，   ΔS－两齿轮轴心沿啮合线的相对位移，
 r i （ i＝1，2） －齿轮基圆半径，x （ 1）

g ，y （ 1）
g ，x （ 2）

q ，y （ 2）
q 一齿轮轴心的弯曲位移，

 θ（ 1）
g ，θ（ 2）

q －齿轮扭转位移， α－齿轮压力角。
上标 ‘1’ 表示主动轴，上标 ‘2’ 表示从动轴，下标 g，q分别表示主动轮和从动轮所

在节点号。

动态扭矩
ΔT1＝－ΔF12r1
ΔT2＝ΔF12r2

（ 2）
设ΔFx i，ΔFgi，ΔT i （ i＝1，2） 分别为齿轮啮合力在 x j ，y i，T i 方向的广义分力。 令

A＝

cos2α sinαcosα r1cosα －cos2α －sinαcosα －r2cosα
    sin2α r1sinα －cosαsinα －sin2α －r2sinα

r21 －r1cosα －r1sinα －r1r2
cos2α sinαcosα r2cosα

对  称 sin2α r2sinα
r22

S＝ （ x （ 1）
g ，y （ 1）

g ，θ（ 1）
g ，x （ 2）

q ，y （ 2）
q ，θ（ 2）

q ）
那么 （ ΔFx1 ΔFy1 ΔT1 ΔFx2 ΔFy2 ΔT2） T＝kcAS T …… （ 3）

写出各单个轴的弯曲振动方程和扭转振动方程，通过 （ 3） 式可将整个系统中各转子的
弯扭振动方程耦合起来，形成描述系统弯扭耦合振动的微分方程组，式 （ 3） 即系统弯扭耦
合关系的数学模型。

2 弯扭耦合新模型

上节我们在推导弯扭耦合模型时，曾假设 “齿轮啮合线的方向不变”。 事实上，由于各
转子的弯曲振动，两齿轮中心距将不断改变，从而使得啮合线方位也不断改变，即使啮合
力大小不变，ΔFx i、 ΔFyi也会不断改变，成为转子弯曲振动的一个激励原因。 下面，我们将
通过计入啮合线瞬时方向的变化对动态啮合力的影响，导出一个新的弯扭耦合模型。
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图3

2.1 转子弯曲振动产生的影响【5】

在图3中，设轮1、 轮2的中心开始时分别位于 O1、 O2，中心距为 L12，转子的弯曲振
动使 O1移到 O′1，O2移到 O′2，由此导致：
（ 1） 中心距从 L12变为 L′12

 L12＝ （ L12＋x （ 2）
q －x （ 1）

g ） 2＋ （ y （ 1）
g －y （ 2）

q ） 2≈L12＋x （ 2）
q －x （ 1）

g …… （ 4）
 ΔL＝L12－L12＝x （ 2）

q －x （ 1）
q …… （ 5）

（ 2） 压力角由α变为α′

令α＝α＋Δα，则 Δα≈－（ r1＋r2） ΔL
L212cosα ＝－（ r1＋r2） （ x （ 2）

q －x （ 1）
g

L212cosα …… （ 6）
（ 3） 中心线与 ox 方向的夹角由0变成β

β≈tgβ＝y （ 1）
g －y （ 2）

q

L12 …… （ 7）
啮合线与 ox 方向的夹角的变化量 Δα′＝Δα－β …… （ 8）
2.2对力、 力矩变化的描述

当两齿轮轴弯曲振动和扭转振动同时发生时，动态啮合力的大小、 方向将同时产生变
化，两齿轮间的啮合力在 x 、 y 方向的分量及两轮上的力矩分别为
静态时

F x1＝－F12cosα
F y1＝－F12sinα
T 1＝－F12r1
F x2＝F12cosα
F y2＝F12sinα
T 2＝F12r2

…… （ 9）

动态时

ΔFx1＝－ΔF12cosα＋F12sinαΔα′
ΔFy1＝－ΔF12sinα－F12cosαΔα′
ΔT1＝－ΔF12r1
ΔFx2＝ΔF12cosα－F12sinαΔα′
ΔFy2＝ΔF12sinα＋F12cosαΔα′
ΔT2＝－ΔF12r2

…… （ 10）

其中
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F12－法向啮合力，ΔF12由 （ 1） 式给出。
将 （ 10） 表示成矩阵形式：

（ ΔFx1，ΔFy1，ΔT1，ΔFx2，ΔFy2，ΔT2） T＝kcAS T＋BS T …… （ 11）

其中 B＝

－F12sinαtgα
L12 －F12sinα

L12 0 F12sinαtgα
L12

F12sinα
L12 0

F12sinα
L12

F12cosα
L12 0 F12sinα

L12 －F12cosα
L12 0

F12sinαtgα
L12

F12sinα
L12 0 －F12sinαtgα

L12 －F12sinα
L12 0

－F12sinα
L12 －F12cosα

L12 0 F12sinα
L12

F12cosα
L12 0

0 0 0 0 0 0
（ 11） 式是一个新的更全面更精确的弯扭耦合关系，可以看到，若忽略啮合线位置变化对
ΔFx i、 ΔFyi的影响，（ 11） 式立刻退化成 （ 3） 式。

  

3 系统的振动方程

将转子按 【6】 中方法离散成 n段无质量弹性轴和 n－1个集总质量。 忽略轴承阻尼对扭转
振动的影响。
3.1 扭转振动方程 【7】

主动轴
I （ 1） ¨
Z．1 θ（ 1）1 ＋k （ 1）2 θ（ 1）1 －k （ 1）2 θ（ 1）2 ＝0
I （ 1）  ¨
Z，n－1θ（ 1）

n－1－k （ 2）
n－1θ（ 1）

n－2＋k （ 1）
n－1θ（ 1）

n－1＝0
I （ 1）  ¨
Z．p θ（ 1）

p ＋k （ 1）
p＋1 （ θ（ 1）

p －θ（ 1）
p＋1） ＋k （ 1）

p （ θ（ 1）
p －θ（ 1）

p－1） ＝0 p＝2，3，…g－1，g＋1，…，n－2
…… （ 12．a）

对齿轮所在节点 g，
I （ 1）  ¨
z，g θ（ 1）

g －k （ 1）
g θ（ 1）

g－1＋ （ k （ 1）
g ＋k （ 1）

g＋1－r21kc） θ（ 1）
g －k （ 1）

g＋1θ（ 1）
g＋1＋r1r2kcθ（ 2）

q ＋kcr1sinα（ y （ 2）
q －y （ 1）

g ）
 ＋kcr1cosα（ x （ 2）

q －x （ 1）
g ） ＝0 …… （ 12．b）

从动轴
I （ 2） ¨
Z．1 θ（ 2）1 ＋k （ 2）2 θ（ 2）1 －k （ 2）2 θ（ 2）2 ＝0
I （ 2）  ¨
Z，n－1θ（ 2）

n－1－k （ 2）
n－1θ（ 2）

n－2＋k （ 2）
n－1θ（ 2）

n－1＝0
I （ 2）  ¨
Z．p θ（ 2）

p ＋k （ 2）
p＋1 （ θ（ 2）

p －θ（ 2）
p＋1） ＋k2

p （ θ（ 2）
p －θ（ 2）

p－1） ＝0p＝2，3，…g－1，g＋1，…，n－2
…… （ 12．c）
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对齿轮所在节点 q
I （ 2）  ¨
z，q θ（ 2）

q －k （ 2）
q θ（ 2）

q－1＋ （ k （ 2）
q ＋k （ 2）

q＋1－r22kc） θ（ 2）
q －k （ 2）

q＋1θ（ 1）
q＋1＋r1r2kcθ（ 2）

q －kcr2sinα（ y （ 2）
q －y （ 1）

g ）
 －kcr2cosα（ x （ 2）

q －x （ 1）
g ） ＝0 …… （ 12．d ）

I （ 2）  ¨
z．p 为第 i 轴上第 p 个集总质量的极转动惯量，k （ 1）

p 为第 i 轴上第 p 个轴段的扭转刚
度。
3.2 轴的弯曲振动方程

一般地，由图4，第 i 个轴段在 x 方向有

x
φ
M
S

R

i

＝

1 l l22BI － l36BI
0 1 l

EI － l22EI
0 0 1 －l
0 0 0 1

x
φ
M
S

R

i－1

＋

0
0
M k

∑P x i

…… （ 13，a）

同样，y 方向上有

y
●
M
Q

R

i

＝

1 l l22BI － l36BI
0 1 l

EI － l22EI
0 0 1 －l
0 0 0 1

y
●
N
Q

R

i－1

＋

0
0
N k

∑P y i

…… （ 13，b）

（ 13．a） 和 （ 13．b） 中，上标 R 表示质点的右端面，M 、 N 为轴段所受弯矩，S、 Q 为
轴段所受剪力。 其中

M k

N k
＝

I d 0
0 I d i

φ

●i
＋

0 －I zω
I zω 0 i

φ

●i
…… （ 13，c）

上式第一项为惯性力矩项，第二项为陀螺力矩项。

∑P x

∑P y i

＝
m 0
0 m i

x

yi
＋

d xx d xy
d yx d yy i

x

yi
＋

kxx kxy
kyx kyy i

x
y i

＋
ΔFx

ΔFy i

…… （ 13．d ）
上式第一项为惯性力，第二，三项分别为轴承的阻尼力与弹性力，第四项为齿轮动态啮合
力。 令

M j ＝
m j 0
0 m j

，Mθ＝
Iθj w 0
0 Iθj

，Cbj ＝
d xx j d xyj
d yx j d yyj

；Cz j ＝
0 －I z j （ 1） 2

I z jw2 0
K bj ＝

kxx j kxyj
kyx j kyyj

；I＝
1 0
0 1；X j ＝

x
y j

；Φi＝
φ
● j

；D j ＝B j I j ；

α3i＝12D i

L3
j

 α2i＝6D i

L2
j

 α1i＝D i

L j

则主动轴的弯曲振动方程为 α2j ＝6D j

l2j ；  αij ＝D j

l j
则主动轴的弯曲振动方程为
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M 0
0 M R

（ 1）

1
X

Φ
（ 1）

1
＋

Cb 0
0 δ1CZ

（ 1）

1
X

Φ
（ 1）

1
－

K b 0
0 0

（ 1）

1
＋

α1I α2I

α2I 4α1I
（ 1）

1
X
Φ

（ 1）

1

 －
α3I －α2I

α2I －2α1I
（ 1）

2
X
Φ

（ 1）

2
＝0 …… （ 14）

M 0
0 Mθ

（ 1）

n－1
X

Φ
（ 1）

n－1
＋

Cb 0
0 δ1CZ

（ 1）

n－1
X

Φ
（ 1）

n－1
－

α1I α2I

－α2I －2α1I
（ 1）

n－1
X
Φ

（ 1）

n－1

 ＋
K b＋α3I －2α2I

－2α2I 4α1I
（ 1）

n－1
X
Φ

（ 1）

n－1
＝0 …… （ 15）

齿轮所在节点 g：
M 0
0 Mθ

（ 1）

g

X

Φ
（ 1）

g
＋

Cb 0
0 δ1CZ

（ 1）

1
X

Φ
（ 1）

g
－

α1I α2I

－α2I －2α1I
（ 1）

g

X
Φ

（ 1）

y－1

 ＋
K g＋α3I －2α2I

－α2I 4α1I
（ 1）

g
＋

α3I α2I

α2I 4α1I
（ 1）

g＋1
x
Φ

（ 1）

g
－

α3I －α2I

α2I －2α1I
（ 1）

g＋1
x
Φ

（ 1）

g＋1
＋ δ2

［ΔFx，ΔFy，0，0］r （ 1）g ＝0 …… （ 16）
其中δ1＝1，δ2＝1。

ΔFx

ΔFy

＝
K ccos2α＋F12sinαtgα

L12 kcsinαcos2α＋F12sinα
L12 kcr1cosα－kccosαF12sinαtgα

L12 －kcsinαcosαF12sinα
L12 －kcr2cosα

K csinαcosαF12sin2α
L12 kcsinαF12cosα

L12 kcr1sinα－kcsin2αcosαF12sinα
L12 －kcsinα＋F12cosα

L12 －k2r2sinα
·H

H ＝ x （ 1）
g ，y （ 1）

g ，θ（ 1）
g ，x （ 2）

q ，y （ 2）
q ，θ（ 2）

q

当δ2＝0时得到第 i 点 （ i＝2，3，…，g－1，g＋1，…，n－2） 的振动方程，设为 （ 17） 式。
上面式 （ 13） ～ （ 16） 中，上标 （ 1） 表示主动轴，下标 i 表示第 i 个节点，只须将式

（ 13） ～ （ 16） 中上标 （ 1） 改为 （ 2） ，将 （ 16） 式中的下标 g 改为 q，并取δ1＝δ2＝－1，就
得到从动轴上各点的弯曲振动方程，设为 （ 18） 式。

将 （ 12） 、 （ 14） ～ （ 18） 式联立起来就得到描述 GBR 系统弯扭耦合振动的振动方程组，
最后总可以整理成下面标准形式：

MX＋CX＋K X＝0 …… （ 19）
M 为总质量阵，C 为总阻尼阵，K 为总刚度阵，X 为

（ x （ 1）1 ，y （ 1）1 ，φ（ 1）1 ●（ 1）1 ，…，x （ 1）
n－1，y （ 1）

n－1，φ（ 1）
n－1，●（ 1）

n－1，θ（ 1）1 ，…，θ（ 1）
n－1，

x （ 2）1 ，y （ 2）1 ，φ（ 2）1 ，●（ 2）1 ，…，x （ 2）
n－1，y （ 2）

n－1，φ（ 2）
n－1，●（ 2）

n－1，θ（ 2）1 ，…，θ（ 2）
n－1） T

求 （ 19） 式的特征值就可得到系统稳定性、 阻尼固有频率等振动特性。

4 总结

（ 1） 通过计入齿轮瞬时啮合线位置的变化对动态啮合力的影响，建立了一个新的齿轮
－转子－轴承系统弯扭耦合振动模型。 以前文献中的模型只是本文新模型的特例。

（ 2） 给出了新模型基础上的齿轮－转子－轴承系统弯扭耦合振动方程组。

6   郑 州 工 业 大 学 学 报 1997年



（ 3） 通过求解本文给出的弯扭耦合振动方程组，可望对系统的振动特性有更深刻、 更
全面的认识，具体的数值结果及分析将另文发表。
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A New Model of Gear-Rotor-Bearing System Lateral-
Torsional Coupling Vibration

Xia Boqian             Yu Lie  Xie Youbo
（ Zhengz hou University of T echnology ）  （ Insitute of L ubrication T heory and Bearing．

X i’an J iaotong University ）

Abstract Changing of posion of meshing lint to dynamic meshing force is considered．
Base on this modcl，a group of differential equations of Lateral-torsional coupling vibration
of GRBS were proposed，which describe vibration properties of GRBS more comprehensiv-
ely．
Keywrods gear-rotor-bearing system lateral-torsional coupling vibration mathemati-

cal model
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