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对 �����一����� 模型传统应用方法

的改进及计算机验证

王文义
�郑州工业大学计自系�

摘 要
�

本文提出的改进型 �����一����� 模型应用方法
，

不仅能够满足对计算精度的要

求
，
而且更重要的是可以 大大地提高计算速度

。
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�
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�冗余
�重复遍历
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在许多数学公式的理论推导中
，

如对微分
，

积分及无穷级数的推导等
，

都是通过极限过

程来给予定义的
，

然而当今最现代化的计算工具—计算机对
“
极限

”
一词却是无能为力

。

因

为计算机只能按照人们提供的模型一算法一程序的固定程式机械地去完成有限次的算术运

算和逻辑运算
。

真正理想化的模型是不存在的
，

可以说迄今凡涉及数值计算的几乎所有数学模型充其

量都只是近似的
、

在一定范围内可行的替代品
。

正因为此
，

对应用者来说就几乎都要在精度

和速度二者之间进行无奈的选择
，

以图找到一个折衷的方法
，

使得实际的需要求得以满足
。

因此
，

可以说
�

既保证精度
、

计算速度又快的算法是应用者追求的目标
。

使用 �����一�����

模型求解微分方程也同样存在上述问题
。

�����一����� 模型

给定微分方程

�袭
一 ‘�’ ，

�’

���
。
���

。

其特解的形式为 �一����
。

在平面座标中该特解是一条曲线
。

既然计算机无法获得特解
，

但根据数值算法的特点
，

在某个给

定范围内
，
以一定的步距�步距不一定相等�

，

从已知点 �
� 。 ，

�。
�出发

，

设法得到一组座标点
，

如 �
� ，，

�，，
�� �

，
���

， … ，

��
� ，

�
�

�
，

用这些座标点去近似的代表所求的 �一����还是可以的
。

如图���所示
，

若�
��，� �� ，

�是 �一����曲线的某个区间
，

改

进的尤拉格式可写成如下形式
�

�

�一

一一丫
� �

—一一
�扣
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这个形式可看成是把
��和 ��� �

两点的斜率 ��和 �
�

取算术平均作为平均斜率的近似

�
。 。 ，、 ， ， ，

�
， ， � ， 、

�
， ， � ， �

二
， ， ‘ � �

� 一
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�
‘ �
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� 、 �
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�
值

，

即式中的言��
�
��

��
，

而 �� ‘� ‘处的斜率是通过已知信息 �� 予报的
。

同理
，

若设法在���
，

��� ��区间内多予报几个点的斜率值
，

然后将它们加权平均作为平均斜率的近似值
，

就有可

能构造出更为精确的计算格式
。

这就是 �����一����� 方法的基本思路
。

根据这个思路
，

可

以得到截断误差为 ���“�的四阶 �����一����� 模型�推导与证明从略�
�

�
， ，

��� ����十下
一

又��一 艺��十 艺��十 ���
�
�

�

其中
�
������、 ，

����

�
。

��� �����会
，
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‘ 乙

��一��·��、
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一��·�、

� ，
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式中的音
��

�
���

�
���

�
��

�
�即表示区间�

��，��一�内平均斜率的近似值
。

� �����一����� 模型的传统用法及改进

对给定的微分方程和初始条件
，

对某区间可使用上述四阶 �����一����� 模型求出 ��� �

来
，

根据一定的精度要求
，

实际应用中常常把该区间划分成更小的区间
，

然后再对每个小区

间递推的使用 �����一����� 模型继而求出符合精度要求的 �
�十 ，。

�
�

� 传统的应用方法

虽然四阶 �����一����� 方法的模型是一定的
，

但使用该模型的方法却不尽相同
。

我们

的 目的是用上述模型求出描述微分方程特解 �一����在给定范围内的一组离散的座标点

�函数值�
。

�����一����� 模型的传统应用方法是
�

在座标点给出后
，

如
� 。 ，�，，��，… ，�、 ，� 。 ，

在具体计算某一区间
，

如��
‘ ，�，�的 ��时

，

都普遍使用了变步长的递推方法
，

而在计算除
�，
之

外的其它各后继点的函数值时
，

却都不例外的又把计算的控制回退到了初始点
� 。
处

，

这样

做的结果势必造成了计算步骤的冗余问题
，

同时也一定会影响到计算的整体速度
。

这种应用

方法的源程序可列出如下
。

�� � 改进应用方法的可行性
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传统应用方法可通过图���加以描述
。

图中所示阴影部分
，

传统应用方法除了在计算 �，
时要遍

历一次外
，

在计算其它任何后继点的函数值时
，

由于都要以初

始点��
。 ，
�。
�作为基准

，

故也都要重新对阴影进行遍历
，

也就

是说采用该方法时
，

后继点函数值的计算没有有效的利用其

前面一点 已算出的函数值
，

故当最终 �
。

被计算出来以后
，

上

述阴影部分被重复遍历的次数达
�一 �次

，

加之在计算中对该

�声����

。 。 。 。 �

苏一 上 头

�
�� �� �� 寿� �瓜

图 �

阴影右边部分各区间的重复计算遍历次数
�一 �

，�一 �
， …… ，

一��
，

这就使得计算效率大为降低
。

总的重复计算次数为艺 ��

为了提高速度
，

我们可以设法剔除上述的计算冗余部分
，

即在计算
��点处的函数值 ��

时
，

可直接把前面计算出的 ��一 ，
作为初始值考虑而不必再舍近求远的回退到 �。

处进行计

算
，

因为从道理上讲
，

对 ��一 ，
的计算追溯起来也是从 �。

出发计算出来的
，

所以说从 �。
出发计

算出的 ��和从 ��一 �计算出的 ��间一定存在着密切的关系
。

基于上述认识
，

我们把前面的源程

序加以改进
，

变成下面的程序�子程序从略�
。

问题是经过如此改进
，

速度是否真的会提高
，

精

度能否得以保证�
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�
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� 计算机验证

笔者对上述改进方法在计算机上进行了大量的计算验证
，

因篇幅所限
，

仅选出四个已知

初始条件和特解的微分方程
，

把传统的方法
、

改进的方法和由已知特解得出的函数值 ��传，、

��改，、
��。 ， ，

以及速度�由改进方法
瘫

统方法对区间细分个数 ��。 模拟�列成下表
。

为统一期

间
、
假定四例各函数点的间距�步长�都定为 �

�

�且只计算十个点的函数值
，

并把各个微分方

程和初始条件作为表头列出
。
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由表中四例的计算结果可以看出
，

使用 ����一����� 模型的改进应用方法
，

不仅可使计

算结果比传统应用方法更接近精确解
，

而且更重要的是
，

它还大大的提高了计算速度
。

根据

笔者在计算机上所作的大量算例的统计结果表明
，

采用改进方法比采用传统方法的模拟速

度要平均提高 �倍以上
，

而且若精度再适当增大
，

这个相对倍数还会进一步提高�当然
，

精度

在人们实际的计算中
，

并非都需要那么高�
。

正是由于改进应用方法所具有的上述特点
，

使得

它具有十分显著的实际意义
。
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