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具 �������耗散项多变量铁磁链

方程组初边值问题的整体强解
’

王书彬 邢家省

�郑州工学院数理力学系 ������� �郑州大学 �������

摘 要� 本文考虑具�������耗散项的多变童铁磁链方程组的初边值问题
�

在适当的条件

下
，

采用 �����

���
，方法和紧致性原理证明 了整体强解的存在性

�

并得到了相应

铁磁桩方程组初边值问题整体弱解的存在性
。

关键词� 。 扔心�‘耗散项
，

铁磁链方程组
，

整体强解
�

整体弱解 �������� 方法

中图分类号� ����

� 引言

关于具有一般形式的铁磁链方程组 ����� △�十���，
�
，

��

某些边值问题和初值问题弱解的存在性
，

已分别在文献【�一��中研究过�

对带有 ���加�� 耗散项的铁磁链方程组

���一“ �� ��� △���胆� △��代�，
�
，
��

在文献饼】中研究了一维空间变量情形周期边值问题和初谊问题整体光滑解的存在唯一

性 在文献【�】中研究了三维空间变量情形初边值问题整体弱解的存在性
。

本文考虑更广泛的具 �������耗散项的铁磁链方程组
�

，
� 一 ‘ � �� 火 ���� �� � ���

，

双�
，
�

，，�
‘

���

初边值问题 �� 。 � �， ，� � ���

���
，
���� 中���

，
� ��尺

”

���

其中 � 为有界区域
，

边界 ，� 光滑
，
������� �����

，

��
�

�，��，��，

叫�
，
���为三维向量值未知

函数
，

���，�，��是变元 �戈�，��的向量值函数
， ， � ，

表示 � ’
中的叉积

， 二 ��
，

口为常

�
国家自然科学基金项目

，
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数
，
乙� 艺

� � � 、 � 、

— 【 “
� �

几工�— �， “ ，

��
’ ， ” ��

， 一

��
� �

任� ’

画
，

气���� 对称 且一致正定
，

即存在常数补 。

使
‘

�
。 “ ‘，， “‘“ ’ ，

对任意 ‘ “ ， ”

成立
·

方程组 ���是强祸合退化抛物型方程组
，

我们考虑正则化的旋方程组

�
，二 比�一 “ � � �� � 乙��� 胆

� ���式�
，
�，��

�。 ���的初边值问题 ������ 整体强解的存在性
，

再令 。一 �
，

得到问题 ���
、

���
、

强解的存在性
�

���
�

���整体

�
� � 。 ���，劝

，

我们作如下假设�

八， ，

�，��关于 �二
，�

，
��。 �

一

二 � � ’
连续

，

导数矩阵�
�

��
，，，
��半有界

，

即存在常

己��
、，了护�、

数 �
，

对任意的 ‘ 。 � ’ ，

成立
，

认��
，，，
��‘� ��引’ ，

此外����
，，��。 二入�，�

，
�” 。 � �

��� 叭�
，
�
，
���� 月���

‘ � 刀
，
�簇 �� � ���。 � 一���簇 �� � ��

，

�。 二 ���一《 �

、 �豁尹
一 ，�

击
，

��� ���

一�不
�

，，，
���、 ，���’十是� ，

�

其中河
，
�为非负常数

。

�皿� ，���。 ���
“ �

�

� 问题��
。 、

���
、

���的整体强解

设件���是问题 一 乙叱 � ��，叱
，

叫。 � �

对应于特征值凡的特征函数
，

��“ ，” �，��� 一 �
，

�一 �， 么 一 熟知
，

�鸟�构成 乙’���的标

准正交完备系
，

且在 �江“ �和 � ’
�“ 启 ����� 中完备

俩，�

假设问翘��
� 、

���
、

���的近似解为

� ，��
，‘�一 艺月

，，�‘�叱���

其中系数向量 月�，�，�山下列非线性常微分方程组的初边值问题来确定

�� ，，，

鸟�� 成��
， ，

马�一 城�
， � �� ， � �，�

，

叱�� 斑�
， � ��， ，

件�

、声�、�声
拼��� 帆戈 ，�，�户

，

件�

�� ，��
，
��

，

件��恻��， 件�
，

�� �
，
�

， “ ·，

�

” 中。 ，·，一

上一
在以下引理条件及所作先验估计下

，

可知问题 ���
、

���在 价
，
��上存在整体解

。



郑 州 工 学 院 学 报 ����年

引理�
�

� 设条件���
，

����
，

�川�成立
，

则有

��� 二�
· ，‘����

�〔�，
‘ · “ ” “ ’‘ 【，，·，，�

��

一六盯一
‘ · ‘ 》���� ‘����

������� ���

其中占

证明�

��为常数
·

山���式
，

得

��
‘

�
母共升���

� �

�
��，

”
一 拟 、

’ ， ����
�，���� ����

，
�，� ，�

，
� 、 �

� 试�
，
�
，

�户一���
，
�，��

，

、 。��� ，�
· ， ，�一乙

��。 �

� ，
�� 优�

，�
，
��

，
�，�

。��云
二�

· ，����
，‘。 ，�

岩
��九�

·

�����
�、。

利用 ��������不等式
，

即得���式
�

引理 ��� 设引理 ���的条件满足
，

且 ��。�劝�为对角矩阵或人��，‘ ，

��有界
，

则有

�乙才�
�‘ 少‘ 了

一�� ，�
· ， ‘��一

�，�。 ，�
闷��� 、 ��

，��。 ， 、�
询�� ， � �� ，��

�，《。 ，，《 �‘��

其中常数�
，二 � �

����

证明� 山���式
，

得

��
，�，

�� ，�� 试��
， ，

�� 二
�一 “��

、 � ��
、 ‘ �� ，

�
，
�� ，�

� 风� ， � �� ， ，
�� ，

�� 仃��
，
�
，
� 、
�
，
�� 二� ���

因“ 试�，了，� 、
�，一

，，
一上

‘

睿尸
。� 。 ，，

��
，
��

，
了

，
� ·
�“

一

阵
，· 。 � 、 价

，
了
，
� ·

���
·

产
� �

� ‘ 一

由引理 ���的条件
，

得

无
‘

冬一
， ·

人‘一� ·，�一 “二 ‘ ·”��，，�
��·

，

无
，

�
�

一
、 ·

人
，‘

一
，“ ·，
一

‘，�二 “�
�

���

一
，，�不

一
，，�

��·

广
， 、 �

簇 ‘ �，，�� � ”王
’ ‘� � 犬�

�
。
��

·�
一 ”

�� � 尤�

‘ 二����，���
��。 � 、 �

��� 、 ，�
�
�。 ����� 、

��乙
�〔。 、� 、 ，

��� ，�井�
� 、 ，

将以上各式代人���
，

得

工三「
����

。

月

‘

薯
�“ 。 � 、 �衡

，

��� “，“ � ·，，乙
��一 � ·，，� · � “ �·，，二

�。 ，
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一
，，��·，，互

，·�· �，

一上艺
�

“ 。 � 、 二 ，
� 、 ， ，

�� 十 � �

山‘ ��� ‘ ���不等式
，

即得估计式����

引理�
�

�
�

设引理���的条件满足
， �簇 �，

�，� 二，

��
�，�

、�，�� ， 一�。 ��簇 � �

其中常数 ��� � �

伙��� 当 � 一 �时
，

当�� �簇 �时
，
�� �二

则有

���

�毛 �� 的 � 当 � � �时
，
�� �� �� �

证明
�

设 ，��
，，�。 �

”
��

，
�， ���“ ��

，

乓�
，�一 �甲

�。 ，
�
，

则

甲��
，‘�� 艺色�

‘�叱���� 艺 色�
‘�。 ，���一 甲 ，��

，‘�� 中，��
，‘�

山���式
，

得
�

己
�

、 ，� 、 卜 � � �， �

�
�

…
、 ，� ��

… �
、 ， ，

�

�� 、乙 ，，，
丫 、 ��，�� 乓 月�了

�

乙 二��� ’��� 、��丫 、 ���
，��，�一 沈��乙 ， 入 �乙 ，

��

� �� 、 ���尸一 �����
��甲，��

�，�。 ，�� �问 ���
、 � �� 、 ��

���。 ����甲 、 ��
�，�。 ， �

� ��入�
，
�

，

� 二
���

�，竺
，�。 二 ，��中，��

利用估计式���及�口�����嵌入定理
，

乙���
，·

》

得

��� ， � �� ， � �� ，���
�，全

��。 二 �成 ��� 二 扣
�一 ���了�

��� 、
、

� �� ，��
二 ��。 ，�续 � ，�

��� 、

� 乙� ，��
�，�。 二�

��了��
，，，
� ，��一

�，
�
�、口� ，、 � ，��一� 、 ���

，
�

、 、。 � 、� � �，

“
�。
一�� ，���

， ，。 ，�《
�，� � �，

因此
，

由特征函数系的性质���
，

得

�

�
�

一
，��，

一
” ’ · ”
一

� � �。��甲 ，��
�，

注意到��， ，

中，��

�����
‘ �
�����

�
，

得

甲����簇 � �，
��甲��

�，�、几
� ，��

，�，，

价
�

产

卜
、

山此即得估计式���
�

引理����设引理���的条件满足
，

���二
�

· ，
���一 � ，�

则有

，��一�二
，�。 、 �

，

�‘ �一 ‘ �
����

其中常数�
，� �，

�“
，
��
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，��一 � 、
�

· ， ，，
��，�

��。 �

丁
， ，，一 ‘了，

，

二�了
�，一

’

� ·
�了

】 ” “ ·

· �

工�
’ ，�一��一

�·���· 、 �了
�，
一

、
�了

】
��、
�〔
·���，
二

��
�

��
’

��· 、 ，

�。 一
。。 �·�

簇 � �。
��
�一 �，

�
’

即估计式����成立
。

定义 �
�

� 三维向量值函数 ���
，
��称为问题 ���

。 、

�������
‘ � �

， “ � �� 的整体强解
，

若 ���
，，�� � ‘ ��

，

�� 。 ��
���

，

�
，

��
，，�。 �

·
些丁�。 �

�
， 。��� 。 乙 ’

�。 二
�
，

� � 乙� 。 乙 ’
�。 二

�
，

且

对任意的 甲��
，��。 �

夕
��

，，

�
，

成立

丁丁
�

� ·

���犷一

丁丁
卜� �

一
��二

�，· “� ·
、

��· ” �
，
�

，
���一��“ ‘，��

且 ���
，

��� 甲���
，

了
�二，

‘

���
�

卜

定理 �
�

� 若假设条件 �卫� �日

〔〕�� �
”

�
、

�����满足
，

界
，
�二 �

” ， 。 毛 �
，

则问题 ���
， 、

题 ���
、

���
、

���存在整体强解�
。

证明
·

山 ���� 式知 ��
，�

· ，

在 ����
，
�一� 。 ��。 ��中有界

，

��
及 ���

，

�
，

使

��
、

����
�� �

，

且 “ 。 ����为对角矩阵或人��
，‘ ，
��有

�� �� 存在整体强解
，

�。 � �时
，

即问

���在 乙 ’
�‘��中关于 �

���紧嵌人 �
一

���得
，

等度连续
，

又 由 � 二�
’ ，

��

存在子列 �仍记为 � ，��
，
���

��，，�，，������ ，�
’

��一 ��二
，
����

。 ��。 ，� � ����
丹 ， � �‘ �‘ �

山。 ���� “ ��“ �
，

及特征函数系于叱�白勺性质
，

知

������ ，�
· ，

��一 中�����
�，〔�，一 �

所以有 ���
，

��� 诚��
，

在乙
’
�。 �中

�

利用估计式 ���
、

���和 ����式及紧致性原理
，

得知
，
对于任意的 甲��，��

。 �“
��

，
��

�

���
���

，

刀，�，�一 �甲
， 。 ，��一 ，，

�
， …

甲
。 �

��
，‘�一 艺凡�

‘�口，���

山� 、 ��
，
��所满足的等式���， 对任意固定的��， 对�取极得
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� �
，， ， ，，

� 一

丁丁
〔

��

“��一 “ � � �� � ���� 胆
� ��� ���

，，，
���

‘
甲 ，
����

其中 �
� ， �

� 表示 乙户刃 ��，�� � 一 ’
����与 乙’

��
，
�� ���。 ��之间的对偶

，

再令 �

一 � ��
，

得

� �
，， ，� 一

丁丁
【￡乙�一

� · �� · 乙��· 。� · 乙��，一
��

· ，��“ � ‘，，，

�了

下面我们来提高 �
�

的正则性
�

根据����式
，

采用类似于引理 ���的证明
，

得
�� �

，， ，� �‘ �加��甲��
�，‘。 �，， 对任意甲 ‘ “ ’

��
，
�� ���“ ��

因为
，

对任意甲����� 。 乙“
��

，
�
，

存在甲
二
��

，，�。 �里
。 、 ，

使

”
” �

叹丫 了 ，

�����价，��
，
��一 甲��

，
�����

，�。 ��� �

于是可得

�� �

从而知
，

�� �
，，

，，
中
一

价，
�� 毛 �二 ”少一

中，“ 。 ，

���
�

中 ， � �是 �� “ ��� 序列
，

所以 ���
” � �

， ，
甲 � � 存在

，

且不依赖

于 �中
���

，
���的选取

，

记��� � �
，，
中 � � �� ��甲�易知

，

�，‘�甲��镇 �，�，甲，��·。 ，�
，

因

此��” 是 ����
二
�上的有界线性泛函

，

所以存在 “ ‘

��，。 。 乙
声��

�
�
，

使

���卜
�

「卜
‘

��，了，�，�协‘ ，

对任妙
·乙’

���
二 ��

���
‘�廿、�

口

�
� ’

��
，
��甲��

，
������

�
，

甲 。 乙���
，
��

必�

汽日到知
又有 � �

，，
甲� �

由广义函数的表示定理
，

。 ’

��，���乙
声��

二
�
�

至此
，

完成了定理 �
�

�的证明
�

� 问题��
。 、

���
、

����。� ��的解子
‘

��
，‘�当。一 �时的极限

记 �
‘

��
，

��是问题���
� 、

���
、

���的整体强解
，

利用前面的估计方法
，

易得

引理�
�

�
�

设定理�
�

�的条件满足
，

则成立

、�声、�尹
�
一、口矛吸、���

口‘、

之煞，�� ‘

��
，‘洲������ �

闷���
‘

��
乙�。 二 、十祠��

“ � ��
‘

���
�。 ，，‘ � 。

�����，
�，�

，。 二，‘ �，

其中常数�
。 � ��

���
，
�，� �，

��
，
��

。

由估计式 ����
、

����
，

利用紧致性原理和 �
‘

��，��所满足的关系式
，

令 �一 �
�

得
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定理 �
�

�
�

设定理 �
�

�的条件满足
，

则对旋方程组 ���
。 、

���
、

����。 � �
， “ � ��的整体强

解 �
“

��
，��

，

存在 � �” ��
，
��。 无 ‘ ��

，

当 ￡� �时
，

�� 。 ��
。 ��

，
� ‘
泞
� �� ‘“ ，。 乙 ’

�。 �
�
，
�
�
“ ，。 乙
声�。 �

�
，

�
“

��
，
��在乙仍��了� 乙 ’

�。 ��中强收敛于� �“ ���
，��

，

丫�
‘

��
，

�在 � ‘ ��
，

�� 乙 ’�。 ��� �刀��
，

�� � ’
��》 ’

弱
’

收敛于 ��回�二
，

�
，

�
“ � ���“�在� ’

�。 ，�

�中弱收敛于��’ �� �� �” �

�
“ � ��

“ � ��
“

�在 �万今
�
�。 �

�中弱收敛于� �·，、 ���·，� ���·��
，

���
，，，
�

‘

�在 �
声��

�

�中弱收敛于�’��
，，，
� ‘
与

，

���
二 ，，�在 乙

声��
二

�中弱收敛

于 �
�
“ ，��

，，�
。 一

巨� ‘“ ，��
，，�是问题 �，�������的整体强解

·

� 当 �一。 时
，

��六
�，

�的收敛性

本节中
，

我们考虑铁磁链方观组 �
，� 刀� � 乙�十���，���� ����

初边�汽问题���
、

���整体弱解的存在性
�

山前而的结果
，

得

引理 �
�

�设定理 �
�

�的条件满足
，
� 〔” ��，��是问题 ��������的整体强解

，

则有

�，
川���

“���
，���一，

、

�‘ 矛‘ �

��，�
石����

“ ，� ��“ ” �一
�，�。 ，，‘ � ‘

����

其中�
。
为不依赖于 “ 的常数

。

引理���
�

设引理�
�

�的条件满足
， 。 � �

” ， �二 �
，

则

衅
，��

。
���

� ，，一 」
向

口

“
，

����

其中�
，

为不依赖于邓勺常数
。

引理�
�

� 设引理���的条件满足
，

则有

��� �“ ��
·
���一 � �“ ��

·
�，
�一

。 ��。 、毛 � �
��
�一 ��� ����

其中�
，
为不依赖于

“ 的常熬
。

定义 �
�

� 称三维向量值函数 ���，��为问题 ����
，

���
、

���
，
����的��

，

��

月
�

对任意甲��
，
��。 乙

’
��

，

��

、 ��。 ��
，
�

， 。 � ’
��

，

�� � 一 ’

���
“ �

，

成立

��� 的整体弱解
，

若

����

��
，，

甲��

��
“ � ��

�一 方艺
�

甲
， ‘
�� ‘

�
二，
�� 甲

‘

刀���� ����

并且
���

，
��� 甲���

，

在乙 ’�。 �中
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其中�
· ， ·

� 表示�
’��

，

�� � 一 ’
����与乙

’
��

，

�� ���“ ”之间的对偶
�

山估计式 ����
、

����
、

���� 利用紧致性原理及 �
区

��，��所满足的关系式
，

令 �� �，

得 ������
，
��的极限函数 ���

，
��是问题 �一��

、

���
、

���的整体弱解
�

定理 �
�

�

在整体弱解

假设条件
，

��������成立
，

且 。 �� �
” ， � 二

���，��‘ 乙����，��
，
�

，
��

，
��。 乙 ’

��
，
丁� 万

�
，

一 �

则问题 ����
、

������存

功�

���
，
��。 ����二

，��
，
�� 乙 ’�。 ��

��� �
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