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确定性参数摄动与随机参数摄动

的区别与联系
’

杰李
�

�郑州工学院土木建筑工程系 �������

摘 要� 摄动有限元方法是随机结构分析的基本手段之一 然而对于随机参数摄动与确

定性参数摄动的 区别与联系的讨论还很少有文献论及
�

本文尝试进行了这一方

面的工作
�

文中定义了随机摄动解答的具有� 阶精度的渐近展开式的概念
�

并

通过讨洛 指出了摄动有限元法的可能研究方向
。
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工程结构的力学分析模型是对结构系统原型的一种反映
�

当这种反映仅把握结构参数

的主导特征 �如均值参数或设计参数�时
，

相应的模型一般为确定性分析模型
。

而若要求

这种反映同时把握实际工程结构参数的变异特征
，

则一般采用随机结构模型
。

随机结构分

析是针对随机结构模型的分析
，

这种分析可追朔至六十年代中期
�

七十年代以来
，

以摄动

法思想为核心
，

发表了大量研究文献 〔 ” ‘ 。 ，

从而形成了摄动有限元的研究方向
�

然而
，

非常有趣的是
，

尽管人们都在引用摄动法的基本思想
，

但对随机参数摄动与确定性参数摄

动这两类性质不同的摄动方法的区别与联系却讨论甚少
，

以至于在一些研究文献中
，

出现

将两者混为一谈或以其中一种代替另一种的误解
�

在另一方面
，

尽管确定性参数摄动在近

三十年来的研究中取得了一系列新的研究进展 〔��‘ ” ，

然而摄动有限元方法的研究工作却

仍然囿于类似于确定性参数摄动的正则摄动思想范围内
�

基于这种背景
，

本文试图从对上

述两类摄动方法的讨论人手
，

探讨确定性参数摄动与随机参数摄动之间的区别与联系
�

�
国家教委留学回国人员基金项目

�

项目编号� �������

收稿日期� ������一��



第 �期 李 杰�确定性参数摄动与随机参数摄动的区别与联系

� 确定性参数摄动

在确定性参数摄动方法中
，

物理问题的控制方程表现为含有小参数的方程�

乙��
，
�

，

心� � ���

其中� � 为一般线性算子
，
� ����

，

力为物理问题的解�
� 为自变量� �是一个小参

数
，

它可以自然地出现在方程���中
，

也可以人为地引人
。

一般说来
，

上述问题往往不能精确地解出
，

但根据解答 � 为 � 和 。 的函数以及 。 是

小参数的特点
，

可以用关于 ‘ 的一个渐近展开式表示 �，

例如可取
’

���
，

目�� �
�

���� 心
�
���� … 。 月

�
，
���� … ���

其中系数�
，
���与抚关

·

将上述展开式代人 ���
，

并将关于 ￡的同次幕系数合并起来
，

则可给出�

��
。
�

。
一 ��� �乙

。
� �� 乙 ��

。

�。 � �乙
。
� �� 乙 �� �� ���

。

��
，�

一
。 ���

式中 �
。 ，

乙，，
乙�
一 为空间 � 中的线性算子

，
�为关于 � 的实函数

，

可据具体间题确立
�

它们的形式
。

由于上述方程必须对所有
。 值成立

，

又因为 ‘ 的序列是线性无关的
，

故 。 的各次幕的

系数项必然各自为零
，
即有

�
。
�

。
� �

�
。
� �� 一 � 一�

。

�
。
� �� 一 � ��一 ���

。� �叼

上述方程组构成关于 � ，
��� 的递推方程组

·

按类似方法可以获取间题的边界条件或

初始条件
，

据此
，

逐次求解上述方程
，

即可求得 � ，
���

，

各结果代回���， 即得 ���
，

动的

一个近似结果
。

这种基于解答的小参数渐近展开式求问题近似解的方法
，

一般称为参数摄动方法
。

在

参数摄动中
，

被展开的量也可以是除摄动参数外的一个或几个变量的函数
。

在直接展开

中
，

一般取函数列 奴习作为展开的渐近序列
�

这一渐近序列定义为

占‘
�口� �仲

，� �
�切 ��” �� ���

用文字描述即为� 渐近序列的后项必为前项的高阶小量
�

例如� 当 �‘ �时
，

�‘ ， 。
�

，

��。 �。 一 ‘，
���，�。 ‘

等皆为渐近序列
�

在摄动法中
，

可以一般地将未知函数 ���
，

目表达为如下函数

���
，

目� 艺
� ‘
���占

，
�。� �。 ” �� ���

其中� ‘
仅为�的函数且与 。无关

·

若对于任意正整数�
，

存在
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刀

���
，

心一 艺
� ，
���占

‘
�。�� � ，��

， ￡� ���

其中�，��
，

母为余项

� ，��
， 。 一 ��“ ，�。 拟

� ’
��

·

�。一 �� ���

则称 ��� 右端为 ���
，

约的 � 次渐近展开式
。

设考虑问题的定义域为 �
，

边界为 �
，

则若渐近展开式 �钓 在 ��� 上恒成立
，

即

摄动问题解在有意义的 � 定义域内存在关于
� 一致收敛的极限

，

则称此展开式为 ��� 上

的一致有效渐近展开式
�

此时的摄动问题称为正则摄动问题
�

山于 占����为渐近序列
，

正则

摄动意味着无论
� 为何值

， �
介冲小�是对其前项的小量修正

�

这一条件
，

并不是对所有按

参数展开的摄动问题都满足的
�

摄动问题解不能一致收敛的区域称为非一致区域
�

存在非

一致区域的摄动伺题称为奇异摄动问题
。

相应地称展开式 ��� 为非一致有效渐近展开

式
�

在确定性分析问题中
，

非一致性的主要来源是� 无限域中的久期项
、

奇点的存在
、

小

参数与高阶导数相乘等
�

使非一致有效展开式变换为一致有效展开式的技术称之为奇异摄

动技术
，

一般有渐近方法 〔 �〕 和数值方法两大类 〔 ’ 〕 。

� 随机参数摄动

将上述摄动概念推广到含随机参数的问题中来
，

就构成所谓随机参数摄动问题
，

为

此
，

设所考虑问题的随机微分算子方程为
乙沙

，
�

，

�二 � ���

其中 �
， ， � 含义同���式� 而 �则为某一给定分布的随机变量

。

根据概率论的知识
，

随机变量可以转化为用标准化随机变量表示的形式�

卜 �
。
十 认�� 甲��� ����

其中
，

乱为 �的均值
，

心
，
为 乙的均方差

，
�为均值为零

，

方差为 �的标准化随机变

量
。

将式����代人���有
�沙

， � ，
甲����� � ����

利用随机函数的幕级数展开概念
，

可将解答 ���
，

�展开为 �的级数�

� ���，

由于 �未知
�

���
，

�� �
，
��

，
甲���

、 卜黝
、 一 。 。 �
告乡

�一 。 “ ’

…� ����

所以系数项
寰

。 � 。
等是未知的

，

但可将上式等价地写为�

，��
，
��� �

。

���� 。� �
���� �’ � �

���� … ����

显然
，

系数 � ，
��� 与 �无关

，

为一确定性函数
·

将展开式����代人式����
，

经适当运算后将�的同次幂系数合并起来
，

则可给出�
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��
。
�

。
一 ��� ��

。
� ，� � ，�

。
��� ��

。
� �� � �� �� ���

。

��
’ �

一
� ����

式中
，
� 。 ，

� �， … 为确定性算子
，
�为关于 � 的实函数

，

它们都可以由具体间题决

定其形式
。

山于随机变量 �的任意性
，

因此
，

式����成立的充分条件是各系数项皆为零
，

由此给

出�

� � 二 �
口 �

�
。
� �� 一 � 一�

。

�
。
� ��一 � 一�一 ���

。

����

上述方程组为一组确定性算子方程
，

当给定边界条件或初始条件之后
，’

便可逐次求出

解答 �
。 ，

�，， ·… 代回丸���即给出 ���
，

�的形式解答
，

均
夕

��
，

��� �
。

���� � �
����

。 沙��
，

�一 �
��
��� 。 ��

���

而解答的均值与方差分别为�

����

����

与确定性参数摄动问题直接考虑解的收敛性的思想不同
�

在随机参数摄动中
，

考虑的

是解的数值特征的收敛性
，

设 ����贰
�，

���为展开至 �的 � 次幕的解答的 � 阶数字特征

俗 则若有�

�，沙，� �
��

，

��一 �、 沙
。

��
，

��� � 、 ���
�

����

则称 �试
�，

��为具有 � 阶精度的 � 次渐近展开式
�

上式中 ���表示 ���，

�按 � 次

展开的 � 阶数字特征的余项为一高阶小量
。

若式���在
�
全部有意义的定义域内成立

，

则称相应的展开式在 � 阶精度下为一致有

效渐近展开式
�

反之
，

若存在使式����不收敛的区域
，

则相应的展开式在 � 阶精度下为

非一致有效渐近展开式
，

与前者相应的摄动问题可称为具有 � 阶精度的正则摄动问题
，

与后者相应的摄动问题可称为在 � 阶精度条件下的奇异摄动间题
。

� 联系与区别

从上述分析可见
，

确定性参数摄动理论与随机参数摄动理论既有类似之处又有本质上

的区别
。

其类似之处在于都是通过构造解答的某一类渐近展开式使原问题转化为递推方程

组求解问题
�

其区别点表现在�

���确定性参数摄动理论建立于渐近序列的概念之上
，

而对随机参数摄动则不存在这

一概念�

���随机参数摄动以解答的数字特征收敛为标准
，

因此有所谓 � 阶精度的概念
，

而确

定性参数摄动则没有这一概念�

���确定性参数摄动理论研究的主体是奇异摄动理论
，

而随机参数摄动理论研究则尚

限于具有 � 阶精度的正则摄动问题
。

因此
，

当存在非一致有效区域时
，

确定性参数摄动

技术已发展了各种各样的奇异摄动技术 �如匹配展开方法
、

多重尺度方法
、

迎风有限元方

法等�
，

而随机参数摄动技术则对此研究甚少
。
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借鉴于确定性参数的奇异摄动技术
，

有可能使摄动有限元方面的研究领域得以拓宽
�

例如
，

在二阶精度意义下研究动力问题的久期项问题
，

有可能借助于平均法得到改进的摄

动有限元解答
。

� 结语

确定性参数摄动与随机参数摄动是两类不同性质的问题
。

摄动有限元方法在随机结构

的静力分析中
，

取得了巨大的成功
�

然而在随机结构的动力分析中
，

却因久期项问题的干

扰而困扰不前
。

在这种背景下
，

引用本文建议的 � 阶精度的渐近展开式的概念
，

有可能

借助于在确定性参数摄动中发展起来的奇异摄动技术
，

使随机结构的基于摄动法的动力分

析乃至非线性分析取得进一步进展
。
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