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可行性分配问题的一种解法

赵玉莹

�郑州工学院数力系�

摘 要� 本文给出了可行性分配问题的一种算法
，

并且研究了算法的界限

关键词� 偶图
，

对集
，

极大流

中图分类号� ����

可行性分配问题是常遇到的一类问题
，

已有一些不同的解法
�

本文利用 ������� �方

法对可行性分配问题进行研究
，

给出了可行性分配问题的一种解法
，

并对算法进行分析
，

得出算法的极限是 。 �����

� 可行性分配问题

可行性分配问题的提法� � 个人员分配去干几项 �飞作
，

每人只能适应其中一项或几

项工作
，

寻找一个分配方案
，

使尽可能多的人分配到适合 的工作 岗位上
。

�假定 �

蕊 ��
。

构造一个偶图 �� ��，����
，

其中�一 行
�，，�，

… 、
�表示人员的集合 ��

一 行
、 ，
��

，

…
，

�表示工作的集合� 若人员 �
，

适合做工作 �，，

则定义一条弧 ��
，，

气�， 所有

弧的全体记为 �
�

一个分配方案就相当于选择 一组无公共端点的弧—对集
，

于是问题

就转化为求偶图的最大对集
。

例如
，

有三人分配去作 �件工作
，

每人适应工作如图 �的偶图 � 中直线弧所示
。

偶

图 � 中粗线表示最大对集
，

即是一所求分配方案
。

在偶图 � 中添上一个源 �
，

且从 �到 �的诸顶点连以容量 ���为 飞的弧� 再添上一个

汇 �， 且从 � 各顶点到 �连以容量 ��� 为 �的弧
。

原 � 中弧容量 瑞为���
，

这样得到一个

网络图
�

如图 �所示
。

此网络图上每一整值流 �各弧上流量为 �或 ��
，

对应于偶图的一个对集 �由流量为 �

的弧组成�
，

反之亦然
。

因此
，

求偶图最大对集
，

等价于求此网络的最大流
。

此网络的结

构比较特殊
�

从源 �流人 � 中各顶点的流量
���及 � 中各顶点流人汇 �的流量

�负 均是 �

或 �
，
� 中的弧流不能饱和

。

收稿 ��期
� ����一��一��



郑 州 工 学 院 学 报 ����年

�������
��，，

��
、

�

�万 �

乙习
�� �一 � �丁

尹

洲�几

�’

丫�一 � 又

叭认
︸

���，
包、

� �

图 � 图 �

首先给出一些定义�

定义 卜 对任一个流 你尹
，

由气
’

组成的网络称为剩余网络
。

记为 � �力
。

其中

当�，� �
气时

，

气
’
一
气一 气

当�，� � �时
，

反向弧 气
，‘
一
气

‘ � ‘ 。

���为弧 “ 。 的容量
，
� 。 为弧 “ 。 上流量

·

定义�� 剩余网络的层次划分�

①尸任第�层 �

②刃仍中弧��，，
�
， � �第�层

，
犷 已第�层仃‘ �

，

则�属于第�� �层
�

定义 �� 如果流 ���不允许变化
，

则说弧 ‘ ��是关闭的
·

否则
，

是开放的
·

定义 �� 如果从顶点 ��到汇点 �的每一条路至少包含一条饱和的弧
，

则说顶点 �

是阻塞的
�

显然
，

一个顶点一旦是阻塞的
，

就不可能再有流通过这个顶点
�

� 算法

算法的特点是在一个分层网络上
，

从源 � �第 �层�推出予备流来开始一个阶段
。

从

第 �层到第一层
，

第一层到第二层
， …推进予备流直到汇 �

，

则转人第二步
。

第二步是在

包含不平衡点的最高层第 �层平衡顶点
，

第 �层所有顶点被平衡后
，

将引起第 �一�层顶点

的不平衡
，

其他层顶点不变化
，

从第 �一�返回第一步
。 一

个阶段由推进予备流和平衡予备

两步组成
�

在平衡步骤中要减少进人顶点 ��的流时按
“

后进先出
”

方式减去 � ��
，

即首先减少

最后一个进人 ��的流
·

�
�

� 算法步骤
�

第 �步
，

在一个网络流上考虑分层剩余网络
。

第 �步
，

从源 尸 推出流到第一层顶点
，

放置流量 � �� 一 �。 一 �� 一般地
，

从低层的



第�期 赵玉莹� 可行性分配问题的一种解法 ���

不平衡点推进予备流到下一层
，

且相继到汇点 �� 对顶点 ��， 弧 ‘ �， 按下标 � 增加顺序

排列
，

对最小的 �
，

放置弧流 ��
� 一 �

，

其余 ��
�二 �� 如果顶点 气 的所有流出弧或是关

闭的或是饱和的
，

则推进子程序停止
�

第 �步
，

平衡予备流
，

从含有不平衡点 ��的最高层开始对每一个这样的顶点 ��

按
“

后进先出
”

规则减少进人顶点的流
，

直到顶点被平衡
·

对新平衡的顶点 犷，，

所有进

人弧注上
�

号表示关闭
。

如果这一层中所有未平衡的顶点均被平衡
，

则返回第一步
�

重复这两步使流在剩余子网络中变成极大流
。

由此得出偶图的最大对集
，

即得出所

求的一个分配方案
。

��� 算例�

用偶图表示一个 � � � ��的可行性分配问题
。

试求一个可行性分配方案
�

为简化
，

集合 � 中顶点记为 �一一币
，

集合 � 中顶点记为 �一 ���

首先
，

补上源 �
，

汇 �
，

从 � 到 � 及从 � 到 �连以容量为 �的弧
，
� 中弧容量为

� ��
，

并做分层网络
。

① 第 �步
，

从源 尸 推出予备流
，

进人第一层诸顶点
�

进一步推进流到第二层顶

，�� � ，� � ‘ �， � � ，�� � 。 � ， ，，� � ��� �， 第三层顶点 “ ，�二 � �� 一 】 。

然后转到第 �

步
。

如图 �
�

厂
关多井

卜之入
笋

一一毛基
�

第 �步
，

从第 �层平衡预备流
，

的弧流�使所有进人顶点 � ， ，
� ，

图�

减少流量 � ，， � � �，� � ��一 � ��二 �， �在图 �中划 �

的弧被关闭
。

返回第 �步
�

②第 �步
，

从第�层推进流“ ，��一 ‘ �，一 ‘ �。 一 �及‘ 。 。 一 � ，��二 �， 转到第�步
。

第 �步
，

平衡顶点 � ，，

减少流量 � �，� 卜 使 犷 ，
的全部进入弧关闭

。

③第�步
，

再推进流� ，�。 一 �
，
� ，。 。 一 �� 此时第�层顶点均平衡

·

第 �步
，

从第 �层顶点开始平衡步骤
·

顶点 犷 ，
至 厂 ，

均平衡
，

平衡顶点 犷 �，

减少流

量 ��。 一 �
，
� 。
的进人弧被关闭

。

此时
，

从源 尸 再也推不出流
，

且所有顶点是平衡的
，

所以此时网络流是极大流
�

�
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中流量为 】 的弧构成
·

组 无公共顶点的弧—对集
，

它对应一个分配方案
。

如图 �所

尔
。

分配方案不唯一
，

从一层推进流进人下一层时
，

顶点顺序不同时
，

则对应不同的分配

方案
。

� 算法分析
定理� 经过一个阶段后得到的流是一个极大流

，

且算法的极限是 口��
’
�

。

��二 �

� ��
�

首先证明二个引理
。

引理 � 在每一时刻
，

所有不平衡和被平衡过的顶点均阻塞
�

证明� 对平衡次数�进行数学归纳法证明
。

�� �时
，

第一次推进中出现的不平衡点
，

由于流出弧饱和
，

所以它是阻塞的
。

最高

层被平衡过的顶点 气
，

由于只减少流人弧流
，

所以仍保持阻塞
。

平衡 ��后其余不平衡

点 � ，，

若 � ，
到汇 �的路中包含 � ， ，

则由 犷，
的阻塞

、

�
‘

也必阻塞
·

若路中不包含 �，，

即气是推进中出现的不平衡点
，

已证是阻塞的
·

假设进行了 �一 �次平衡之后
，

所有不平衡点和被平衡过的点均是阻塞的
。

对第 � 次推进时出现的不平衡点 �
， ，

从 � ，
到 �的路中必有饱和弧或关闭弧

�

�否

则与推进流的定义矛盾�
。

若路中有饱和弧
，

则 � ，
阻塞

。

若路中有关闭弧
，

则路中必包

含被平衡过的顶点 �，，

由归纳假设 �，
阻塞

，

所以 �
，

也阻塞
。

对第 � 次平衡步骤中被平衡的点 � ，，

由于只减少其流人弧流量
，

所以 � ，
仍阻塞

。

而平衡 �，
时不会改变其他顶点的阻塞性

·

�证明类似 � � �的证明�
。

综上所述
，

一个顶点一旦在某一步推进中变成不平衡的
，

则在以后整个过程中都是阻

塞的
�

引理 � 每个顶点至多被平衡一次
。

证明 一个顶点 � ，
被平衡后全部流人弧被关闭

，

则其流出弧流不能增加
。

只须

证 � ‘
的流出弧流不会减少

，

也就是证任意比 � ‘
层高的所有弧流不会减少

·

如若不然
，

设 ��
�
是所有高层弧中最先减少弧流的一个弧

，

显然 厂，，
� ，
位于 � 、

的高层
。

在 厂，
被平
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衡时
，
犷 七
应是平衡的

。

而 ��
，
的减少意味着在此之前 � 、

又变成不平衡点了
，

引起 � ，
不

平衡的可能情况有二�

① 由于流的推进
，

使 � ‘
的进人弧流增加

，

这是不可能的
·

因为由算法可知
，
� �

被平衡之后
，

所有进人弧已被关闭
。

② 由于 比 � 、
高层的顶点的平衡使 � 、

的流出弧流减少
，

这与 ��
�
是最先减少流的

弧的假设矛盾
。

综上讨论
，

被平衡过的顶点不会变成不平衡的
。

现在来证明定理
。

证明� 源 尸 在阶段开始是阻塞的
，

因为 ‘ �， 一 ��� 一 �� 由引理 �和引理 �， 每一个不

平衡点至多被平衡一次且在 以后过程中始终保持阻塞和平衡
。

若干次推进
、

平衡步骤

后
，

所有顶点均平衡
，

此时流是网络流且源保持阻塞性
。

因此得到的流是极大流
。

在平衡步骤
，

如果一个弧流是减少的
，

则这个弧变成关闭的
，

所以流减少的全部次

数可用弧的数量 � 来限定为 � ���
。

在推进步骤
，

当弧流增加时
，

弧或者饱和或者不饱和
�

饱和现象对每一条弧至多发

生一次
，

这是因为流的任何减少将关闭这条弧
。

所以饱和现象的极限也是 � ���
�

如果推进中一个弧流是增加但没达到饱和
，

在最初予备流推进中这情况至多可能发

生 �一 �次
。

�因为 � 个顶点最多 �一 �层
，

由算法每层只能有一条 ‘ �、 �
气

、
的不饱和

弧
。

�而在下一次流的推进中
，

流不能到达平衡步骤中被平衡过
，

弧已关闭的顶点
，

所

以增加流但没饱和的情况至多发生 �一 �次
。

继续下去
，

得到增流但没饱和的弧流的次

数是

��一 ��� ��一 ��� … � �� ��

所以一个阶段求极大流的算法极限是

� ��万�� � �刃
’
�一 。 �万，

�
。

告
、 ��一 ，，一 �‘�”

算法至多有 。 一 �个阶段
，

所以 以算法的全部工作极限是 。 �。 ’
��
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