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一类非线性特征值问题的周期解
’

董立群

�河南省计算中心�

摘 要� 本文讨论一类非线性特征位问题的周期解
，

从初值条件出发给出了存在周期解

的充分必要条件
、

周期的计算公式
、

周期的变化范围及周期解的分类
。

关键词� 特征值
�

周期解
，

最小正周期

中图分类号� ����

形如

一 、 �� � 。 ���
“ 一 ’ 一 几� �。 � �� ���

的特征值问题在理论及应用中均有重要价值
。

关于它有许多方面的讨论
。

近年来
，

一

些文献从初值条件出发对其周期解做了一些讨论
�

如文献【�』出于研究一类非线性椭园型
方程的

“

各向异性奇异性
”

的需要
，

讨论了 �� �时���的 �� 周期解的情况
�

文献【�』对于
�� �� �的情形

，

完整地讨论了���的周期解的情况
，

给出了从初值条件出发判断周期解的

充分必要条件
、

周期的计算公式
、

周期的变化范围及周期解的分类
。

【��【��运用了一种全
新的方法

，

其与定性理论等方法完全不同
。

本文用此方法 �� �的情形
，

完整地讨论了���的周期解的分布情况
、

存在的充分必要

条件以及其它有关结果
。

只��的情形

我们首先讨论�� �
，
久提 �的情况

，

为此我们需要如下引理
。
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·

��艺

一
不等式

， 【���粼 �二�一
�
，

�·
卜 �占�

，

叮
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一
则有

�

导
�
�

�
“
叭

二�〕�、 二 �
�
”
厂�

��、 �

�
。

�
。

���

从而我们有如下结果
。

定理 �
�

若 只��
，

���没有非常数周期解
。

‘
收稿日期� ����一��一��
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证明
�

若���有非常数周期解 �，

以 � 为其最小正周期
。

记��
�
�� ����

叮一 ’ ，

分别记
� ， 。 “ ，

��“ �在��
，
丁�上的平均值为瓦 之 痴�

由���得�

一
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‘
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叮
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叮
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叮
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“ 奋���
一

��口一叮
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韶
���

由于有

�������一 刃��

及

叮
�一 。 ��一 。 即一�

��一 刃，�’�。

由 ���得�

�
〔�一 。 �

�
��。 ·

���
�·�·卜 ·�。 ��一 。 �。一���

�一 刃
’
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因为 了���一 故

���
����卜 ��。 ��一 。 �日一

由引” �得�

。 ·

�
�一 。 ��。 · �

事
�
’ �

厂
��二 。 ’ �日

一

故
“ � 么 即�为常数

，

与假设矛盾
，

故定理得证
�

� 又��的情形

下面我们讨论 又� �的情形
，

得出了一些重要结论
。

引理 �
�

若 只��而 � 为���的非常数周期解
，

则存在 �
。

任�’ 及 �羊�使得
�
��

。

�� �
， � ‘

��
。

�� 仪

证明� 由于有

���

· “

一卜‘�
“ 一 ’ 一 、一�

� �
，

� � �
，

�

一 只�
一 �� “ � �

�� � � 只口一 �

以及�的周期性与光滑性
，

�

以下记���幻三 只奋��

易证���
。

�又� �
，

�� ��

引理 �
�

若 又��
， � ��，
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一

，一
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�
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丫
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，

且 � ’ 蕊 �
’ ，

则 甲��
，

��关于 �在��
，

八�习�中有唯一零点 ����
，

且
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产城
仪�

。 ， 、
� “ 万

��氏�� � 不兀落万甲一，万
�� 、 丫气“

， ��

���

有限
。

证明� 由于 甲��
，

��在 ��
，

��劝�上关于 �严格递减
，

且 甲��
，

�� ��，

� �
，

故 甲��
， ��在 ��

，

�扭��中有唯一零点
，

记为 ����
�

又由于
，甲��

， �����
��

甲�“
，

护 �
，

��又��

故 ���

有限
�

定理��若又��
，

我们有

��� 初值问题���与���的解为周期解的充分必要条件为
� ’ � �

’
�你

���� ���的任一非常数周期解的最小正周期为���
��

，

这里����由���给出
。
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，

不妨设 口
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‘
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，
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，

由引理 �可知
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���在 【�，
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����
， �，
������� �

， ��’������

� �
，

即 ����在 ����处达到极大值
，

且在 【�，

����』上有
。 ， 、

�
“ ‘刀， �“
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�
。 、 丫�“
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� 、 、 � 、

一
、 �、

� �“
， � ， ‘ ， 、 �

一

近一步
，

对士 吕� �在 �口�仪�
，
口戈仪�� ￡�甲

， � 迷倾
，

且二玉� 一 习 丫�仪
， ��

，
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刁
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亩万刃百
〔 �。

， 口又“ ，，， 口�一 ‘ 口气“ ，一 口 】 �气” �“ ，， 口 】气“ ，十 句

则

厂
’‘“ ， ��

。 ， 。 、 。 �

厂
口 ’ 一 口�以，一

�
。 �。 ��

兀石百
，

即 口�“ ，一 口 ·十

�“
�日，�

��

灯甲�，
， ��

厂
·‘” 、， 汀�

�

厂
’ ‘“ ， 、 � 广

’‘“ ， �、

一

�
。

而亩万
十

�
。
�。 �

厂蔽哀不了
一

�
。

了布夏不下
二

此即 �州
，
�� ���

�
�

，

且 �����“ ��� �
， � ‘

����“ ��� 一 ， � �
，

故 ���“ �为 � 的最小反周

期
。

��的充分性以及 ���� 得征
，

下面证明 ���的必要性
。

若
。 ���为 ���

、

���的周期解
，

� ’ � �
’ ，

则由于 甲��
， 、 �在 ��

，
人扭��中严格递

减
，
甲�，

，
�口���

�

�
，

故在 ��
，
��只��中有 甲�“

， �
�� �

，

故当 � ‘ ��
，
�以��时

，
口

‘ 。
� �即 日
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关于
。 在 ��

，

��劝�中严格递增
，

此与 。 的周期性矛盾
，

故有 � ’ � �
’ �

附注 �
�

���
、

���的周期解的最大振幅为����
�

附注�
�

周期与振幅的关系由

一
， 、 二

严 ��
�� 件��以�� 斗 �

—“ �
。
心甲��

，
��

给出
，

这与【��的结果一致
�

定理��若又��
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则有
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� ，
� � � �兀

、

�
� � 、 �

…
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�
�� 二 �

， �
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二 �

�

�
、

���对任意 �以共导
，
十 二�

，

存在 ���的一个以 � 为最小正周期的周期解族
，

其中的
胃

‘ ，� ’“ 瓜一习丁 ” 一
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阵
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户 目 � ’
�

‘ � “
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一
’玛刑
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片
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解在平移变换下恒等
。

， � 、 ， 。 、 ， ， ，

�
、 � 、 �， 、 。 ，

�
�

� �
� ，

�
��
� � �兀

���入�� 的仕一非罕数周别解的周刑 � � 一产于
。

习 流

证明� 首先讨论��
，

��刀�上的函数��的
，
��幻

。

由隐函数定理知

晶
，�·

， ·�·�卜豁
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豁
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， ·�·卜 �
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，

因

晶
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�
， 。 、 、
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， 、

� ， ， ， 、 、 ， ，� �
， � 、 、 � ， ，

�

一 ���
一

多 �， 下���� �，

故 �� �， ����
，
�弋式��且，一二 ��仪�多 �

，

故 ��“ �为 ��
，
封�人��上即迷

�仪
�

增凸函数且 ������
’

�

对于 【�，

��又��上的函数 ����
，

当 � � 【�， �】时 ，
甲��

， ��在 �� �
�
�
�处有零点

，

且 甲��
， ������ � ‘

一 �
�，

故

�� 广����� �。 厂�
� ， � 、

��
一产于获
一

�畏书 � � 一一了于一
�

一产二于�二�于于 二 �
�

丁甲 �叹�少一万����三开
习 甲�“

，
�� �

。 �� 寸以 一 � ‘

�
。 ‘��

们 一 “

川
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�� �
，
� 、 二 、
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、 、 � 、 ， ， ， 。 �

，
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�
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，

故口��
’
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。
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，

�

��
���
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��� ����� ����元��� ��又�
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因 ���力是 甲������ ��及 甲
‘ ，

�������的零点
，

故有连续有界函数 甲 使得

�
’
���一 、� ’

由���有

��� �����
。 ， � 一 《幻

� �

黔
一 �了�。 ���卜 ·�

’，�·�

盯
‘“ “ ’

认
�西又丫谕丽

一 � 二

故 。 是 ��
，

��、��到 �
斗乙习 关

� 二�的一一映射
。

由定理 �及唯

� 二 �上的
一

映射
，

从而 �。 是 ��
， 。 ����到 �粤

习 式

一性
，

易证定理
。

推论
�

�� 若�� 只蕊 �
，

���� 若又� �
，

���无�二周期解

���有��心顶
�

�个�二周期解
，

�

�
�

�
， � ， �

�
�

�
� ‘ �

�九

其最小止周期分别为了
，
�� �

代

簇
，

八叮�
，

��
·

�为取整函数
，

�为正整数
。

��������的所有周期解在带形区域�
��� ��� ����中

。
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