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稳定问题中能量特征和

数学特征的图解表示法
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�郑州工学院土木建筑工程系�

摘 要� 当研究分支点的 失稳时
，

理论上特征位数与其自由度相同
�

体系的总势能�是位

移 � 的实对称二次型
，

可用 图解方式明确地表达在不 同荷载阶段其能全特征与

数学特征一一对应的关系
，

对二次型的几个定义城赋予明确的物理意义
�
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将特征值山小到大排列勿���二，�启
�

其中最小值 �，即临界荷载
�

对于任意一组不全为零的位移 ��
，
��， 二，��，

当 �� �，时 � 为正定的� 当�� �，时 �

为半正定的� 当 ��� �� �
，

时 � 是不定的� 当 �二 �
，

时 � 是半负定的� �� �
。

时 � 是负

定的
。

对于上述二次型的各个定义域
，

可以用 �， 函数关系图明确地表达出来
�

为此以

具有三个 自由度的弹簧支承的刚性杆系 �图 �� 为例进行讨论
�

该体系的总势能

�� �一 �又

一

兴��
、 ，一 助妙�� 助， ，， ，

� �、 ，一 劫妙��
乙 ‘ ’ �

“
助，，，，

� �、 ，一要
，妙��

� ‘
���

其中� �一弓单簧的应变能

一 �又一荷载势能

当取任意不全为零的位移�一 ��
和�

，
的优

时
，

可得计算特征值的特征方程

行维奈结钧 �口
一�

，� 连接�

羊
” 介 滋 人

�
’

之

���一 ���
羊

为

月
一上

�

���一 助�

护
�

‘

�一�一子一一�一
勺

�
‘
勺一�叫一

�二

�
�辛一

�

一一

�
二二扁一

一
奋

，

人

� �一 ��� 三二卫二二二月资一
� ， ， ，

�
� � 吸此�一 万��

乙

此可得�个特征值� 尸 ，� �
�

���������

���一 ����
�� 刀少�� �

图 �

尸�� ���������� 刀，� ���������

由齐次方程组 ��� � ���一 助妙
�� ��，�

，，�� ��‘一
鲁
一 ，、 �一 。

���

、

�
���

�
古

�︵“︸

可得到与各特征值对应的相对位移状态
�

比如
，
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它们分别对应于图 �中的 �
、

�和 � 点
，

与之对应

的总势能 � 二 �
。

图 �中各斜线段表示 当体系取不同的相对位移值 � �� � �� ��
时纵向

力 �与能量 � 的对应关系�

���若 � � � �，

则只要有位移
，

相应的能量处于 区域 出 恒有 � ��， 二次型 � 是

正定的
，

平衡是稳定的
。

���若 �� �一 则仅当相对位移 � ，� ��� ��一 �� 一 �
�

���� ����� 时 �� �
，

表示

体系处于临界状态
，

否则 � ��
，

表示处于稳定平衡状态
，

二次型 � 是半正定的
，

由竖

线 �上的各点表示
。

��� 若 � � � � ��，，

取任意相对位移时
，
� 的值可以是正

、

负或零
，

称二次型是不

定的
，

在理论上相应的平衡性质分别对应稳定状态
、

不稳定状态和临界状态
，

这由不包

括竖线 �和 �� 之间的区域 � 表示
。

��� 若 �� �，，

则仅当取相对位移 � �� ��� �， � �� �
�
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��� 时 � 二 �， 否

则 � � �
。

二次型 � 是半负定的
，

在理论上相应的平衡性质分别对应临界状态和不稳定
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状态
，

由竖线 � 上的各点表示
。

��� 若 � ��，，

则只要有位移
，

相应的能量处于区域 �， 恒有 � � �， 二次型 � 是

负定的
，

平衡状态是不稳定的
。
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图 �

综上所述可见
，

图 �能清晰地表示体系平衡状态的能量特征及数学特征� 凡小于最小

特征值时
，

体系的能量处于 � 区
，

即正定区
，

属稳定平衡� 凡大于最大特征值时
，

体系

的能量均处于 � 区
，

即负定区
，

属于不稳定平衡� 竖线 �和 �� 是两条界线
，

处于此界线

间的 � 区域在数学上表示二次型是不定的� 在力学上表示在此区间的势能可为正
、

负或

零
，

也可呈现出平衡状态
，

但实际上由于该区间的荷载值均已大于最小特征荷载值
，

故平

衡状态亦属不稳定的
。

由此可以推论
，

不管体系的 自由度是多少
，

都具有这种特征
，

除

了 月 区外
，

其右均属能量的非正定区
。

在图 �的 � 区域中若取相对位移 � �� ��� �， � 卜 ���� �， 当 � � �
�

�����
，

时势

能 � 是负的
，

平衡是不稳定的
，

当 �� 】
�

����� 时势能 � 是正的
，

平衡是稳定的
，

但是这

种所谓的稳定平衡只有在初始位移是 卜 �
�

�� �时才能实现
，

因此在力学上只有理论意

义
。
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