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粘性土坡稳定性的变分分析
‘

刘忠玉

�郑州工学院�

摘 要� 本文将粕性土坡的稳定性问题等价于一个单参变量函数的待定边界的泛函的变

分问题
�

利用变分法
，

推导了滑裂面所应满足的微分方程 �欧拉方程�和横截

性条件
�

本文方法可确定滑裂面形状函数和安全系数
。

作为特例
，

本文讨论了

简单土坡所可能出现的滑裂面形状
，
以及临界状态时的土坡的各种参数所应满

足的条件
，

从而可确定
，
腾界坡高或临界坡度

。

关键词� 拈性土坡稳定性
，

安全系札 滑裂面形扰 临界坡高

中图分类号� �����

在工程实践中
，

常常会遇到路堤或基坑开挖时的边坡稳定性问题
，

而其稳定安全度一

般用稳定安全系数 �，
表示

。

对粘性土坡来说
， 一

般是用条分法来试算安全系数的
�

但往

往需先假设一系列滑裂面
，

而其形状的确定却是一个不定因素
�

实际应用时
，

常常简单地

假定为圆弧型或折线型等
。

而事实上却并非如此 甚至滑裂面与土坡面的交线 �点�
，

也是

不定的
。

文献 〔 ’〕 〔 �〕 曾对理想粘性土帅 ���给出了滑裂面形状以及相应啄安全系数的算

法
。

本文试图考虑一般的情况
，

即粘性土��羊�
，

价辛��坡的稳定性问题
。

为简单起见
，

本文假设 土坡 为平面 应变 问题
，
目

�

土 质均匀
，

并引人 费伦 纽斯

�����������假定
，

即不考虑微元条两侧的条间力
，

推导了安全系数公式
，

然后将它等价于

一个边界待定的泛函问题
，

利用变分原理
，

得到相应啄欧拉方程和横截性条件
，

考虑边界

条件后
，

就可得到滑裂面形状函数 ����
，

以及相对应啄安全系数 �
�。

最后
，

作为特例
，

对简单土坡
，

本文讨论了四种可能出现的滑裂而形状
，

得到了相对应啄临界状态时土坡体

的内摩擦角 诱
，

粘聚力 �
、

土的重度 �
，

坡高 �
，

坡度 �等参数所应满足的条件
，

从而可

得到临界坡高 ��
�

和临界坡度 ���

�

收稿 日期二 ����一�卜��
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安全系数的推导

设坡面函数为 ����
，

滑裂面形状函数为 ����
，

二者交点为���
，
���

，

�
� 。 ， �

次图 ���
。

从滑坡体任选一微元条�图 ���
�

在不考虑条间力时
，

微元条上作用以下几种力

重 力 △。 � 了一 ��
·

厂 �� 口��

正压力 �� 。 �

�� ����

剪切力 �二 �� �� ����

立
�，

�戏
�
�

� �有乙、

��� 滑坡体 ��� 浓元条受力分析

�������’�������

图 � 滑坡体与微元条

这里 。 、
� 为滑裂面上点 ��

，

约处啄正应力与剪应力
，

�� 为微元条底部长度
，

且

��二 们百丽万�义
。

设微元条底部切线与�轴夹角为
�

。

则

�’ �
�‘儿 “ 一

不育了
， ‘ �，“ 一

不下弃
二

考虑微元条的力平衡以及对坐标原点的力矩平衡
，

并化简得�

� � △。 · ���二� ��一 ��下������

△田� �����仪� ����仪

再根据摩尔一 库仑准则�

�，� “ � 口��价

以及安全系数定义�

��一
�

一一�

可得

一

牛�
。 ��� �‘�哟

�

���

将相应各式代人���式
，

化简可得�
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，
价

���
，。 一

誉�
���� ��产�� �“ 一 ��，�价树�

�
�

当我们取遍所有微元条时
，

就有�

�下汀一 ���，���耸丁��
‘·‘】二

‘

” � 下

���� ” “ 少，“ ‘
���

从而可得到安全系数公式�

���
，

�’ � ��

���，�’ � ��
���

式中

���
， �，� �

卜

丁�
��一� �，’

�� ，
����

����沙�击 ���
�

��

���， �，� ��一

�下了一 ���
，

�� ���力�

� 欧拉方程与横截性条件

我们从式 ��� 可看出
，

对于给定的土坡
，

只要能确定滑裂面形状 戏��以及交点���
，

���
、

��
�，

���
，

我们就可以求出对应啄安全系数
。

但是
，

一般情况下
，

����
，

��
、

� 。
都是

未知的
，

因此我们可把 �
‘
看作一 个边界 ��

、
� 。
待定的泛函

。

土坡最小的安全系数即对应

着泛函 �
�

�
�，

�’� ��的极小值
。

由变分原理 ���
，

泛函 �
。
�
，，

欢 ��等价于下述泛函�

、，产、�‘产，三�
月‘‘几��了气

‘了��
‘

���
， ����卜 �一 �

，
�一

丁���
，
�，

了���

式中 ���
， �，

了�一 ���� �’ ’
�� �了一 ����价一 �

，，了一 力�’

斌���式变分且考虑到���
，
���

，

�
��， �

刁在曲线 ����上滑动
，

则

【鉴 三‘续 、�。 ��二 � ���

��
、
�公

‘ �

刁� ， �

户�
二

���� 一 三 一万 」�
、 � �

二 �工
�

�� 刁�
�

一
。

��声

�
‘

一一�
�戈

，
� ��

�

一 【户 � ，万�一 �’
刁� 资�� ����

由孔
，
占�

。 ，

叔
。

的任意性可得欧拉方程�，

�� �

�� ��

以及横截性条件�

资� ����

。 ，

刁� ， 户� 。

厂 十 一二� 一 了 �，� � � ，
工 二 �

� ，
�

�

子� ��
����

只有在边界条件
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���
‘
�� � ，� 双�

，
�
，
�� �

， �
����

和横截性条件

将 ����
、产�、、�产，�口�目��通且��且�了�、才‘、

横截性条件�

����满足时
，

泛函 � 的极值问题才有充要条件的解
。

式代人式 ����
、

�巧�可得滑裂面所需满足的欧拉方程为�

���“ 二 一 ，��价� �
，

了

�，’
��

‘
�一 ��‘

��
‘
犷��

，
�一 �一 �

，
�一 。 ， ”

边界条件仍如 ����式
。

如刹
，
���分段连续

，

还应在分段点� ‘
��� �， �， 一

” 一 ��上满足连续性条件�

��灯 卜
���广

�’�耳 �一 �’�衬�，

以上各式若令 功��
，

即为文献 〔 ‘〕

� �
，
�

， … ， � 一 �

的结果
。

�����

�����

很明显
，

对于一个确定的土坡
，

只要我们能解出欧拉方程 ���� 的解 ��
�，

�
�

�代人安

全系数公式 ���
，

即得到一个关于 �
‘
的方程

，

求解之
，

其最小的正解即为该土坡的安全

系数
，

相对应啄 ��
�，

�
�

�即为真正的潜在滑裂面
。

� 简单土坡

简单土坡
，

即坡顶与坡底都水平的土坡 �

��
，
�� �

双��“ ��
，
�� �毛 � �

�
，
� � � �

����

式中�为坡度
。

坡高�二 ��
，

�图��

图 � 简单土坡

对于简单均质砂性土坡
，

即 � 二 �
，

山欧拉方程 ����
，

可得
。 ��功
卫， 二二二 ��丁��

北

上式即为一般教材中砂性土坡的安全系数公式
。

����

当 �
羊�

，

沙羊�时简单土坡可能的滑裂面
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如图�中的四种情况� ���坡面滑动型� ��� 坡顶滑动型� ��� 底坡滑动型� ��� 一般滑动

型
。

下面
，

我们对此进行讨论
。

���坡面滑动型 ��� 坡顶滑动型 ���底坡滑动型 ��� 一般滑动型

图 � 简单土坡可能滑动类型

情况 �，

坡面滑动型�

此时坡面函数 《�����’

�口���位������口����“

求解欧拉方程可得�

� 叭�� 么��
��，‘

式中 �一会�
�

， “ 一 ‘�功，

��� �一

�，�

了、
，� �一 、 �� 。

� ， � �无
，� 一�

�
���

且 � 。
二 �

� �
�

�

十 �� 习 � � �

以�

很明显
，

要形成此类滑动面
，

需

�� ��
。
一 � 。

�� ����

上式取等号时为正好可能形成
，

从而安全系数为�

� ��沙
�。了、

’ � �
��

十 — �
‘

下

临界状态时
，
�

�

� �
，

����

从而土坡各参数所应满足的条件为�

当 �，

功
，

临界坡度

。，�、 一 ，�沙�一 ��、丫、
，� � ����

补 �一定时
，

上式可求得临界坡高 �
。 ��� 当 。 ，

必 补 �一定时
，

上式可求得

�
。 ，
一

情况�
，

坡顶滑动型�
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此时
，

滑裂面形状函数为�

告
��

�� � � �
�
’ � ����� � � �

�� 、 ， ，

告
�·

�
�� � � �

�
’ � 、 �

�� � � ��� 、 ，，

�
、
簇 � � 凡

����
�

、

� �� �

�
廿、������

一一
、�户

�
了�‘

�

、，卫��、��、，�‘，�
︸
叮几口��

‘

���卜卜�
，、︸凡、︶�式中 。

一会��功

一 �
� 、 、 �

，

寸妄耳万
十 ，�
帷介叭而

� �二二

一
��

�

��功

粼
�

�，��一 �
油

�一 �
�
� ，��士了

�
卜

，�’
�一� � �

� � �

式中
“
�

” ， “
一

”

号取法应使 � 。
� � � ，

� 。
� �

一 � 。

��� ��， 可得安全系数方程�

与情况 � 同样的考虑
，

一 �
�

、 � �
，

叔
了

石
�

� ，
脚 土了对��

�’
沙

� 【� ����

会‘�， ‘�功一 ���
�

�一�

临界状态时
，

土坡各参数所应满足的条件是

一 �� 寸�
，十 �� ，�沙士 了

，�，
价� �

�����
�一�

山上式即可求得临界坡高 �
。 八

情况�，

底坡滑动型�

此时滑裂面形状应为�

会�
，��一 、�

或临界坡度 �
。 ��

。

�� � �� � � ，，
� 。
� � 蕊 �

、产�、�声、，尹、�尹、色邵尹

口‘�‘不卜��
�、︸︸、︸�

，，一，�丹，了‘�、了‘、
�

‘、了�、

��

�一，︸

� 气� � 几
，

� � �� 气��
��，乙

�，�����、
��

��
�

一一
、夕几少

�
了‘

艺

式中 “ �� 一 �一 � ，� 。

一
。
�

告一�
一

筛
���价�

�，� 方，矛丽�
一 ，��� �

， 、 � �
，

丫妥万丁
士
了
�
�
� ，�，

�

粼对
“ 一 ‘ 、 ‘�价’

上式中
“
�

”

号取法应使 � 。
� �， � ，

� �
，

此时安全系数方程为
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一 ，
砂 � �

， 、 十 �
，

�
�

元万不
士
方�

� ��’
�

会‘��“
一 �

， ‘�沙，
����一一

�一�

临界状态时
，

土坡各参数应满足�

一 ，�价� 、 � 寸、
，� �士寻��

，�，
价

�
， 二 ‘ � ‘ 、

可二气凡 一 止名甲�
乙�

����一一

�一�

由上式可求得临界坡高 �
。 门

情况�
，

一般滑动型�

此时滑裂面形状函数为�

�告
。 �二 �

或临界坡度 �
。 ，，。

� � �� � � �，
� 。
� � � �

、�户‘忆、了�、�夕、�声、�产、产����
�

��
，

���������
，，︸，����

百了�
、 ‘

‘、
︺‘、矛�吸、��

一一一引�

亡一巴口
��一‘亨‘

一，，︼

� � �� � � ，，
� � �� � �

� ��� � �，，
� �蕊 � 蕊 � 。

，‘，一

����
�一�
，�

�一�
����

式中 “ �� ��
�

。�一，��一，
�

，一艺刃义，︸一�直

一叭�一叭了

��，�
十

� �

��
�一 �一 � �� 。

��
，一 。 ，

�二�
十 二 。��，

�

�

一一，，
�

� �
� ‘ 生一 、�

‘

一
��功

‘

��，‘

一一
月

工‘��里
�

、
��价

��
��

忐
�

忐
十

安全系数方程为�

，’ �’ �

���
��。 ��沙

，’ 、 ’ 二

�
��

���

、 � ��
，

����
’ 一 ，。 ’

沙，’ �

��
�����沙

���价��
，

十

—户
�

临界状态时
，

土坡各参数应满足�

�’人’
���

’
沙一 ���功丸� 丸’

�
� 。 八���

’
价� ��

一

—
州尸

—
�吕���少 ，�少

���

二����，� �

二 �
���少下

����

从上式可得到临界坡高 ����和临界坡度 �
。
���

对一个确定的土坡
，

可能发生的滑裂面仅有上述四种情况之一起主导作用
。

因此
，

按

上述四种情况相应方程计算得的安全系数中
，

其最小值乃是该土坡的安全系数
。

但是山方

程可见
，

安全系数的求解没有临界坡高 ��
�

的求解简单
。

因此
，

我们可从相应方程求出

�
���， �

���， �
�。 ，

�
�。 ，

其中最小值即为该土坡的临界坡高 �
��。

当实际坡高 �� �
��

时
，

即

失稳� 当 �� �
��

时即稳定
�

而在开挖基坑时
，

我们常常关心的是坡度 �为多大合适
。

我们可从临界状态时各参

数所满足的条件求出 �
���， ����

，
����

，
����

，

其中最小值即为该基坑边坡的临界坡度 �
�。
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当真实坡度 ����
�

时
，

即失稳� 当 �� �
�，
时

，

即稳定
。

作 为 例 子
，

我 们 看 如 下 简 单 边 坡
。

������
，
�一��

， ，� ������ ���
，

�� �����
，

价� ��
“ 。

按 上述方法求得四个临界高度分别为 ��
�

���
，
��

�

��
，
��

�

���
，

��
�

���
，

则该土坡的临界高度为 ���� � �
�

��
，

从而判定该土坡稳定
。

同样也可从坡度

方面人手
，

我们可求得四个临界坡度为 ���� �
，
���� �

，
�����

，
�

�

���
，

则该土坡的临界坡

度为 ���� �����
，

从而也判定该土坡稳定
，

该结论与文献���一致
。

� 结束语

本文利用变分原理
，

分析了粘性土坡的稳定性
，

给出了欧拉方程和横截性条件
，

从而

可求得滑裂面形状函数及安全系数
�

对简单土坡
，

我们讨论了四种可能发生的滑裂面
，

并

给出了安全系数方程和临界状态时土坡各参数之间的关系
，

从而可求得临界坡高或临界坡

度
。

经例子验证
，

该方法是可行的
�

文献曰指出
，

忽略条间力啄作用
，

一般会使求得的安全系数偏低
。

那么按本方法计算

得出的临界坡高或临界坡度估计将会偏小
，

从而是偏于安全的
。
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