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弯扭疲劳极限条件一椭圆弧线方程
在一般复杂应力下的推广

‘

杜云海

�郑州工学院数理力学系�

摘 要� 本文用与���相同的几何方法
，

由育曲扭复合应力下的疲劳规律一椭圆弧线方程

推广得到二向及三向主变应力下的疲劳条件
。

传统的最大应力
、

最大线应变强

度理论都是所导出结果的特殊情况
。

关键词� 疲劳极限
，

复杂应力

中图分类号� ����

高夫�������
、

莎斯屯����
���� ��和佛尔德���

����对不同材料的弯扭疲劳试验结果表

明
，

四分之 一椭圆�����������������和椭圆弧线�������� ����是用来表征弯扭疲劳规律的两

种十分有效的疲劳极限条件 �’勺
，

将这些受到试验支持的规律加以推�
‘ ，

导得一般复杂应

力下的疲劳规律
，

具有 一定的实践越础
。

作者在文【��中已用儿何方法山弯扭复合应力下
椭圆方程导出了

一

种复杂应力下的疲劳极限条件
，

这个条件包含了应变能强度理论
。

作为

一种并列的结果
，

本文继【��文之后
，

再山弯扭复合应力下的椭圆弧线方程导出又一个
一

般复杂应力下的疲劳极限条件
，

从下而的研究将会看出
，

它可以实现不同传统强度理论间

的过渡
，

因而更具
·

般性
。

本文的讨论仍限于对称循环下诸应力分量的同相变化
，

采用的符号与「��文相同
。

椭圆弧线的推广

脆性材料光滑试样及塑性材料切 口试样弯扭复合应力疲劳极限所遵从的规律一椭圆

弧线方程为
， � ， ，

口 ， 口
� ‘ 、 ‘ ， �� 、 乙 ， 一 � ， 、 ，声 工 八 一 �

�— 少 十 �— 少�— 一 ��十—��一
�

一一 �二
� � 一 � � 一 � � 一 � � 一 � 一 �

���

其中
，

厂
‘

导出

�
、

�
分别为对称循环下弯曲正应力和扭转剪应力复合时的持久极限

。 一

在山式���推

一般复杂应力下的疲劳极限条件时
，

首先考虑一般平而应力情形
。

，
收稿 仁�期� ����一��一��
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� 一般平面应力情况

在一般平面应力情况下
，

由式���可得疲劳极限曲面与坐标平面 “ �一 �和 “ � 二�的两条

交线方程

‘
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，’�
老

，’ ‘
导

一 ，，�

合
‘�一

导
，一 ，

‘
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，’ ‘
老

，’‘
等

一 ，，�

老
‘，一

等
，一 ，

���
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假定在一般情况下
，

各应力分量持久极限遵从二次曲面

月 二

扩 十 �一扩� 月
， ，

扩 十 月
， �

� � 十 月
� ，

� � 十 � 二 � 叮 十 �
�

。

�� 工 乙乙 � ��
月

， 口艺 了 厂 �， 丁 月
， � � �� � � �

、�矛、�产子、尹�
�
﹃、︸��

、��了、了砚
、

� ��口， � �，��� � � � �

在式���中分别令 叮���和 。 二
��

，�

得

� 一 口
�� 月 �

，」�月

“ ��‘

�
� ‘ �，�

�
，，

� 河�一�

� � ��口

勺
·

『二
� � 一叮 ，

� ���二
�

� �� �

，
几

·

� 凡气 � 凡
�，� � �� �

式���
、

���分别与式���
、

���比较系数可知

月 �� � 月 �� 二 万一�户
一 、�

。 一 � 一 �

， ，、 一

子
下一 �

月 ��� 月 刀 � �，� �
，

�
、
� �

，
�—��一

一
�
，

� � � � 一 �

�� 一 �

将 以 卜各 系数代 人 式 ��、
，

并 将 纯剪 应 力 状 态 ��
，

�
， 下 � �

�转 变 为 二 向应 力 状

态 ��
� ，， �� ，，

��代人式 ���， 或者将单向应力状态 �。
� �， �

，

�� 转变为一 般平面应力状

叮
�

口
�

口

杰 �一止二止 一二二
�

一二二
·

一 �
’

�
’

�

，

�代人式 ���
，

均可定出另外 个待定系数

， ，，
一

华
�
竺

一 ��一 牛
一 泞 一 �

�

甲 �

�， 一 � 一 � ‘ 一 �

于是得到一 般平面应力情况下的疲劳极限条件为
�

�
· ，
�

， 、 ， � �
� � �、 �

�，�
� ，

�
，

�
， 、

�
一万一

�

�万 一 ’八�
二
十 口�

·

�十 �三一 十 �一丁一 �万 一 ��一 一压一 」叮 、 ‘ ，·

口 一 � 月 、
� 一 � 叮 � � ‘ 、 � � �

�

洽
‘�一
青
，‘二 � 一，�

���

其中 � � �一，�“ 一 】 。 它在 �一气一气一几�坐标系中的儿何图形
，

为以 ��
� 口�为对称轴的椭圆

锥面
，

如图 �所示
�

�
�

� 二向应力情况

二向应力下的疲劳极限条件可在式���中令 爪�二�， 并以 ，，、
��代替 ， 、 、 。 �获得

，

经

整理后的结果为
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式 ��� 经因式分解可得两个直线方程
，

若约定 。 ，为较大应力幅
， 。 ，�几

，

则可仅用

一个方程表示二向应力下的疲劣 吸限条件为
。 ，� �，一

贪
�。 �

一 ���

如果是 几� 。 】， 只耍在式���中交换 ，�、 。 �的位置即可
。

二向应力下疲劳极限曲线在 �一�厂。 �坐标系中的几何图形为以 。 �� 。 �和 叮�� 一“ �为

对称轴的菱形
。

丐 �乌

少�弧线

图 � 一般平面应力下的疲劳极限曲面

三向应力情况

在三向应力情况下
，

若约定 。 ，�几
，

凡
，

图 � 二向应力下的疲劳极限曲线

由式���有

、、尹、产�
��

，�且︸
�

矛

�
、
了�
‘， 。 � ��一

贪
�。

�

一
叮 �� ��一

责
�。

，

一
。 �二�和 。 �二�的两条交线

。

设这种情况下疲劳

、产�、声�、、�声
��

�

︶
�

︸

�
，且�口���矛‘、口了�、�了、

此为三向应力下疲劳极限曲面与坐标平面

极限遵从方程
月叮 一� �『�� �『，� � � �

在式����中分别令 。 ���和 。 �二�
，

有

�� 一� �叮 �� � � �

�口 �� �口 ，� � � �

式����
、

����与式����
、

����比较知

。 一 。 一 �一

责
，

� � 一 叮

因而三向应力下疲劳极限曲面的具体形式为
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弯扭疲劳极限条件 一 椭沙 儿线力

一

程在
�

般复杂应力下 币��州

����

��
�

击又
心

�
�皿���‘�、矛‘、

。 �� ��一

责
��

�十 。 ，
卜

。 一

，，、

几
、 。 �轮换

，

可得 ‘ �、 “ �为较大应力幅时的疲劳极限曲面为
。 �� �，一

贪
�，

�� 。 、
卜

。 一 �

。 ，� �，一

责
��

�� 。 ��

一
由式���������给出的三向应力下的疲劳极限曲面构成 �一。 厂几一。 �坐标系中的六面体

，

图 �所示
�

� 讨论及实验比较

�
�

飞 讨论

�
�

�
�

� 二向及三向应力下 的导出结果
，

式

���和式����包含了适用于脆性材料的诸种传

统理论
，

随着材料扭弯疲劳极限比的不同
，

导出结果实现了传统强度理论间的过渡
。

例

如
，

取 � � �
，

由 式 ���
、

式����都 得 到
。 �� 。 一�， 这就是最大应力理论� 取 图 � 三间应力下的疲劳极限曲面

� � 一上
�

�� 群
又可得到 叮厂拜。 �� 。 一 ，

和 。 ，一风。 ��叮��� 。 这便是最大线应变理论� 取�

�
�

�
�

�

山 ��

由式���得到 。 厂。 �二 。 一�， 在 ，�与 。 �反号时
，

与最大剪应力理论一致
。

由二向应力下导出的结果 �图 ��
，

考虑至。材料白勺� 值是处于粤
一 � 之 间 的

，

而

乙

告
和 � 一 �时的疲劳极限曲线

，

，好构成最大剪应力理论白勺六边形
，

按只。本文结果推

��，‘

一一

测
，

任何材料的二向应力疲劳试验结果不会落人该六边形之内
，

因而最大剪应力理论是 一

种偏保守的理论
，

可适用于任何材料
。

��� 实验比较

为了能与实验结果比较
，

这里将高夫对 一些材料所做的弯扭疲劳试验结果���换算成主

变应力
，

绘人图 �
，

但这只能对 二向应力下推广结果进行部分验证 �。 �
、 。 �反号情况�

。

由图 �看出
，

推广结果墓本体现了各种材料疲劳极限的变化趋势
。

对二向应力下 二 、
与几

同号及三向应力情况
，

尚缺乏可资比较的实验资料
，

因而有待于进 一步验证
。
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���高硅耐热铸谈

光滑试样

���镍铬硅铸铁

光滑试样

������饥
，
碳钢

切 口试样

���镍铬翎钢

切口试样

图 � 疲劳极限曲线与实验的比较

� 结语

本文用儿何方法
，

山适于表达脆性材料光滑试样及塑性
、

脆性材料切 口试样弯扭疲劳

极限变化规律的椭圆弧线方程
，

导出了一种 二向及三向主变应力下的疲劳极限条件
，

这一

结果中隐含了最大应力强度理论和最大线应变强度理论
，

因而 比传统理论更具一般性
，

本

文结果与文【��结果有着共同的优点 ，

即随着不同材料有不同扭弯疲劳极限比 �
，

疲劳极

限曲线 �或曲面�的形态也有所变化
·

文〔‘�由椭圆方程导出的疲劳极限条件和本文由椭
圆弧线方程导出的疲劳极限条件

，

作为二种并列结果
，

可供表达材料疲劳极限规律时参

考
。
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